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pimisesta 
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toukokuu 2021 
¨TIIVISTELMA
Murtolukujen heikko hallinta vaikuttaa negatiivisesti oppilaan matematiikan suoriu-
tumiseen ja siten murtolukujen osaaminen heijastuu aina toisen asteen koulutusvalin-
toihin saakka. Tutkimuksen tavoitteena oli kehitellä alakoulun murtolukujen opetuk-
seen lyhytkestoinen opetusmenetelma,¨ jolla olisi positiivinen vaikutus etenkin tai-
totasoltaan heikompien oppilaiden oppimistuloksiin myos¨ pidemm¨ a aikav¨ a.all¨ alill¨ 
Tutkimuksessa tarkasteltiin kolmasluokkalaisten oppilaiden (N = 188) oppimistu-
losten kehittymistä kolmessa identtisessä mittauksessa. Interventio toteutettiin en-
simm¨ aliss¨ aytettiin toiminnallisia ope-aisen ja toisen mittauksen v¨ a. Interventiossa k¨ 
tusmenetelmia sek¨ a painotettiin erityisesti murtoluvun suuruuden ymm¨ ¨ amist¨art¨ a. Kont-
rolliryhmän opetus noudatti oppikirjan etemisjärjestystä. Tutkimuksessa tarkasteltiin 
sitä, miten runsas visualisointi näkyi oppilaiden suorituksissa. 
Tutkimuksessa havaittiin, etta koeryhm¨ a hallitsi kontrolliryhm¨ ¨a paremmin sek¨a¨ a yk-
sittaisi¨ ä murtolukujen suuruuteen liittyvi¨ avi¨ a my¨ alisi¨a teht¨ a ett¨ os murtolukujen v¨ a 
laskutehtäviä. Pääosin ryhmät eivät kuitenkaan eronneet toisistaan, joten interventio 
ei näyttäisi vaikuttaneen koeryhmään ainakaan negatiivisesti. 
Oppilaat jaettiin alkumittauksessa määritellyn osaamistason mukaan kahteen taitota-
soryhmä¨ aht¨ a heikosti suoriutuneet ja l¨ otasotestiss¨ av¨an: l¨ otasotestiss¨ aht¨ a tyydytt¨ asti 
tai hyvin suoriutuneet. Tutkimuksessa havaittiin eroja l¨ otasotestiss¨aht¨ a heikosti suo-
riutuneiden oppilaiden osaamisen välillä sen mukaan, kuuluivatko he koe- vai kont-
rolliryhmään: Heti intervention jälkeen suoritetussa mittauksessa koeryhmän heikos-
ti suoriutuneet oppilaat hallitsivat laskutehtav¨ ¨ an vas-at paremmin kuin kontrolliryhm¨ 
taavan tason oppilaat ja yhta hyvin kuin kontrolliryhm¨ an l¨ ¨ otasotestiss¨aht¨ a paremmin 
suoriutuneet oppilaat. Toiminnalliset menetelmät ja visualisointi näyttäisivät inter-
vention tavoitteen mukaisesti tukevan lähtötasoltaan heikompia oppilaita. 
ASIASANAT: murtoluvut, toiminnallisuus, opetusv¨ aminen, alakoulualineet, piirt¨ 
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Doctoral dissertation, 148 pp. 
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May 2021 
ABSTRACT 
Poor understanding of fractions has a negative effect on performance in mathema-
tics and due that the fraction competence has an effect on pupils studies after basic 
education. The goal of the study was to create a teaching method that is short and 
easy to implement in primary school education and that has positive effect on es-
pecially low performing pupils learning even in longer term. 
Participants of the study were third graders (N = 188). We studied the pupils perfor-
mance and development between three identical tests. The intervention took place 
between the frst and the second measurement. The intervention focused on fraction 
magnitude concept and the intervention utilized concrete manipulatives and diffe-
rent visual aids. The Control group studied according the topic order presented in the 
mathbook. We studied pupils answers to see if the rich visualisation that was used in 
the intervention would manifest itself somehow in pupils performance. 
The Test group performed better than the Control group not only in some of the frac-
tion magnitude tasks but also in fraction procedure tasks. Especially the Test group 
performed better than the Control group and the Test group managed to inhibit the 
typical mistake to utilize properties of Natural numbers when comparing fraction 
magnitudes. Other wise we could not fnd differences between the two groups, so the 
intervention did not have negative effect on the Test group. 
The participants were divided into two skill group according to the pupils perfor-
mance in the frst measurement: those who were performing low and those who were 
performing medium or well. After the intervention the low performing pupils in the 
Test group performed as well as the medium and well performing pupils in the Cont-
rol group and hence better than the low performing pupils in the Control group. The 
manipulatives and rich visualization that was used in the intervention seems to have 
had a positive effect on low performing pupils. 
KEYWORDS: fraction, functionality, manipulatives, drawing, primary school 
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Se punainen lanka alkoi viimein l¨ a.oyty¨ 
Kiitokset matematiikan oppimisen tutkimusryhmälle, jonka nimi ja kokoonpanokin 
on vuosien varrella elänyt moneen kertaan. Olen saanut olla osa tutkija- ja jatko-
opiskelijayhteisöä vaikka täysipäiväinen opetustyö onkin suurimmaksi osaksi estänyt 
osallistumiseni tapaamisiin. N¨ a tapaamisissa olen saanut kertoa tutkimuksestani aiss¨
ja pallotella ajatuksiani. 
Lämpimät kiitokset kuuluvat lähikollegoilleni Teija Holst, Marianna Hoikkala, Satu 
Kankare, Hanna Maijala, Minna Maijala, Eila Matikainen, Eveliina Nikali ja Hanna-
Riitta St°ahl, jotka ovat olleet korvaamattomana turvaverkkona aina, kun on tuntunut 
ettei homma etene. Suurkiitokset Jorma Immoselle, joka lievitti tuskaani kieliopin 
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kansikuvan. Juuri sellaisen kuin olin ajatellutkin! 
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Kiitokset myös teille yhdelletoista luokanopettajalle, jotka osallistuitte tutkimukseen 
opetusryhmänne kanssa. Jätän tässä nimenne mainitsematta, jotta oppilaanne eivät 
olisi tunnistettavissa. Ja tietysti kiitokset teille 188 tänään jo kahdeksasluokkalaisel-
le oppilaalle, jotka annoitte vastauksenne tutkimukseni kaytt¨ ö ̈on. 
Kiitokset siskolleni Annelle, joka v¨ a muistutti, ett¨alill¨ a prosessi on oppimista varten. 
Voin sanoa oppineeni paljon ja huomanneeni toisaalta, kuinka vähän tiedän. Välillä 
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meliä, Ernoa ja Urhoa. Aika monta kesälomaa ja joululomaa on kulunut tutkimuksiin 
a kirjoitellen. V¨ a ¨tutustuen ja työt¨ alill¨ aidin tietokoneen naputtelu on vaatinut myös 
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7.5.1 Koeasetelma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 
. . . . . . . . 81 
7.5.2 Intervention kesto 
7.5.3 Oppilaiden ikä 
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1 Johdanto 
1.1 Tutkimuksen tavoitteet 
Vait¨ öskirja liittyy murtolukujen oppimisen tutkimiseen, jolla on jo vuosikymmenten 
mittaiset perinteet niin kansallisesti kuin kansainvälisestikin. Maailmalla on vuosi-
kymmenten aikana toteutettu ja raportoitu erilaisia murtolukujen oppimiseen liitty-
viä interventioita eri-ik¨ odynt¨aisten oppilaiden kanssa hy¨ aen muun muassa kokeelli-
sia opetussuunnitelmia, opetusv¨ a, visualisointeja ja tietoteknisi¨alineit¨ a apuneuvoja. 
Interventioiden kestot ovat vaihdelleet viikoista useisiin kuukausiin. Tutkimuksis-
sa on saatu loistavia ja mullistaviakin tuloksia. Miksi siis edelleen vuosikymmeniä 
myöhemmin painimme kouluissa saman ongelman kanssa? Miksi murtoluvut koe-
taan edelleen hankalana aiheena opettaa oppilaille? Kansainv¨ a julkaisuissa esi-alisiss¨
tellyissä interventioissa on ollut kolme yhteistä piirrettä: ensinnäkin ne vaativat pal-
jon opettajan omaa työtä ja sitoutumista uuden menetelmän haltuun ottoon. Toiseksi 
interventioiden ajankäyttö ei ole välttämättä linjassa esimerkiksi oppikirjoissa mur-
tolukujen opetukseen varatun ajan kanssa. Kolmanneksi hyv¨ ataksi havaitut menetelm¨ 
eiv¨ olle arvos-at siirry koulujen arkeen, koska tutkimuksista raportoidaan tiedeyhteis¨ 
tettujen julkaisujen kautta, joilla on usein kalliit lisenssimaksut. Uusin tutkimustieto 
on siis usein tavallisen opettajan ulottumattomissa. 
Matematiikan opettajana ja opettajankouluttajana halusin löytää sellaisen opetus-
menetelmän, joka tuottaisi pitkäkestoisempaa oppimista kuin tällä hetkellä opetuk-
sessa yleisimmin hy¨ at tuottavat. T¨ a ty¨ a kiinnostuk-odynnetyt opetusmenetelm¨ ass¨ oss¨
sen kohteena on se, minkälainen vaikutus on sellaisella interventiolla, joka 1) vahvis-
taa murtoluvun suuruuden hahmottamista ja murtoluku käsitteen ymmärtämistä, 2) 
ajoitetaan oppilaiden oppimishistorian kannalta sopivaan hetkeen ennen kuin mah-
dolliset virhekäsitykset ovat ehtineet muodostua, jossa 3) hyödynnetään oppimis-
teorioiden ja aiempien tutkimusten esiin nostamia, hyv¨ a jaaksi havaittuja menetelmi¨
malleja, ja joka 4) toteutetaan aidossa luokkaymp¨ oss¨arist¨ a. Tavoitteenani on toteut-
taa hoyhenen kevyt¨ ja samalla neulan tarkka interventio. Höyhenen kevyellä tarkoitan 
sitä, että itse intervention kesto on hyvin lyhyt ja käytettävät opetusvälineet löytyvät 
valmiiksi useista kouluista tai ne ovat itse toteutettavissa. Neulan tarkalla tarkoitan 
sita,¨ että interventio kohdennetaan 3.-luokkalaisiin ja keskitytäan¨ opetuksessa mur-
tolukujen suuruuden ymmärtämiseen samalla tietoisesti välttäen tyypillisimpien vir-
hekäsitysten muodostumista. 
Tutkimuksella on myös yhteiskunnallisia tavoitteita. Hyvät matemaattiset tie-
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dot ja taidot avaavat laajempia koulutus- ja tyoel¨ am¨ ¨ akymi¨an¨ a ja mahdollisuuksia 
navigoida yhä teknologistuvammassa maailmassa. Tukemalla varhaisessa vaihees-
sa syrjäytymisvaarassa olevia oppilaita matematiikan opinnoissa, saadaan aikaisek-
si säästöjä yksilön ja yhteiskunnan tasolla. (Geary, Berch & Koepke, 2019.) Mo-
ni toisen asteen opiskelija keskeyttää opintonsa, ja usein juuri matematiikan vuok-
si (Korhonen, Hakkarainen, Holopainen, Linnanmaki, Savolainen & Taipale, 2018; 
Hakkarainen, 2016, vi). Keskeytyksen seurauksena on pahimmassa tapauksessa kou-
lutuksesta putoaminen ja syrjäytyminen. Vaikka ammatillisessa koulutuksessa ker-
rattaisiinkin yl¨ alt¨ a, niin apu ei v¨ am¨ a kohdennu oi-akoulun matematiikan sis¨ oj¨ altt¨ att¨
keaan kohtaan, jos puutteet opiskelijan osaamisessa ovatkin alakoulun matematii-
kan sisällöissä. Murtolukujen hallitsemattomuus näkyy hankaluutena ymmärtää desi-
maalilukuja, prosentteja ja algebraa. Jos löydetään sellainen opetusmenetelmä, jolla 
saadaan oppilaat paremmin oppimaan murtolukuja ja niiden v¨ a laskutoimituk-alisi¨
sia, voidaan saada yhteiskunnallisesti merkitt¨ a s¨ast¨ a aikaiseksi v¨ aavi¨ a¨ oj¨ ahentynein¨ 
opintojen keskeytyksinä. 
1.2 V¨ ostutkimuksen esittelyait ¨ 
Tutkimus k¨ a teoriaosan alkuasittelee murtolukujen oppimista, joten on luontevaa, ett¨
keskittyy oppimiseen. Ty¨ a esitell¨an oppimisteorioita, joihin tekij¨ asitysoss¨ a¨ an oppimisk¨ 
pohjaa, mikä näkyy myös intervention suunnittelussa. Seuraavaksi työssä esitellään 
matemaattisen tiedon eri piirteitä aikaisempien tutkimusten pohjalta. Neljännessä lu-
vussa k¨ a¨ a¨ ar-asitell¨an matemaattista osaamista yleisesti ja esitell¨an matemaattisen ymm¨ 
ryksen kehittymisen malli. Viidennessä luvussa mäaritell¨ äan¨ matemaattiset käsitteet 
rationaaliluku ja murtoluku ja esitellään murtolukukäsitteen keskeisimmät piirteet 
ja murtolukujen erilaisia representaatioita. Kuudennessa luvussa tutustutaan murto-
lukujen oppimisen vaiheisiin ja haasteisiin. Seitsemännessä luvussa kerrotaan inter-
vention suunnittelusta yleisesti ja esitellään tarkemmin kolme interventiotutkimusta. 
Lopuksi pohditaan interventiota oppimisen nak¨ ¨ a, miten okulmasta, muun muassa sit¨ 
oppilaiden ikä vaikuttaa murtolukujen oppimiseen ja esitellään toteutettavan inter-
vention oleelliset piirteet. Aiemmista tutkimuksista on ammennettu ajatuksia inter-
vention ja interventiossa käytetyn mittarin suunnitteluun. 
Tutkimusosassa esitelläan¨ aluksi tutkimuskysymykset, luvussa yhdeksan¨ kuva-
taan tutkimuksen toteutusta ja aineiston analysointia ja viimein luvussa kymme-
nen esitellään tutkimustulokset. Pääkysymykseen Miten murtolukujen suuruuden ha-
vainnollistaminen ja painottaminen opetuksessa vaikuttaa oppilaan murtolukujen 
osaamiseen? vastataan tarkentavien kysymysten kautta. Lopuksi arvioidaan tutki-





Empiristisen ajattelutavan mukaan tietämisen ja ajattelun perustana on havainto. 
Vasta havainnon pohjalta voi synty¨ an j¨a ideoita, joita ei voi tuottaa pelk¨ arkeilyn avul-
la. Opetusta voidaan ohjata mahdollistamalla sopivien havaintojen tekeminen ja siten 
ideoiden tuottaminen oppilaan mieleen. Behavioristisessa oppimisessa vahvistetaan 
palkkioin toivottua suoritusta. Virheet ohitetaan nopeasti tai ne jätetään huomioimat-
ta ja ei-toivotusta k¨ aytymisest¨aytt¨ a saatetaan rangaista. Monimutkaisempien taitojen 
oppimisessa opitaan vahvistamalla ensin osataitoja, jotka sitten liitetä¨ ohemminan my¨ 
yhtenäiseksi käyttäytymisketjuksi. Behaviorismissa matematiikka nähdään absoluut-
tisena tietorakenteena: Sisältö on jaettu hallittavaksi tehtäväjono-ksi ja opittaviksi 
faktoiksi. Kiinnostuksen kohde on siinä, mitä oppilaat osaavat tehdä, eikä niinkään 
siinä, mitä oppilaat ovat ymmärtäneet ja mikä merkitys opitulla on. (Kupari, 1999, 
41.) Esimerkiksi oppilas ehdollistetaan toimimaan koko oppitunti tietyllä tavalla, 
vaikkapa laskemaan annettujen samannimisten murtolukujen osoittajat yhteen. Tällöin 
oppilas voi laskea mekaanisesti tehtävät oikein laskutehtäviin sen enempää syven-
tymatt¨ ¨ a heikent¨a pitk¨ a ar-a, mik¨ a¨ akestoista oppimista. Oppilaalle ei synny kriteereit¨
vioida omaa osaamistaan ja ymm¨ amist¨an, vaan suorituksen oikeellisuuden kri-art¨ a¨ 
teerinä on vastauskirjan, digitaalisen oppimisympäristön tai opettajan antama välitön 
palaute. 
Teknologian kehitys ja älylaitteiden mukaan tulo sovelluksineen on mahdollista-
nut matematiikan harjoittelun jatkamisen luokkahuoneen ulkopuolelle ja varsinaisen 
kouluajan jälkeen. Eräiltä osin matematiikan oppiminen nojaa edelleen behavioristi-
seen oppimisk¨ a ’drillaavat’ yleens¨ a ma-asitykseen. Monet mobiilipeleist¨ a hyvin pient¨
tematiikan osa-aluetta, esimerkiksi kertotaulua. Pelaajaa palkitaan virtuaalisin pal-
kinnoin esimerkiksi pistein ja pokaalein. Peleissä on usein myös aikapaine. Ensisi-
jainen tavoite on automatisoida yksittäisiä peruslaskutaitoja ja siten kehittää pelaa-
jan matemaattista osaamista. Tutkimukset eivat¨ kuitenkaan tue v¨ a, ett¨aitett¨ a rutiini-
teht¨ aisi merkitt¨ asti esimerkiksi loogista ajattelua (Kupa-avien suorittaminen kehitt¨ av¨ 
ri, 1999, 30). 
Kognitiivisessa oppimisessa korostuvat tietorakenteet. Brunerin mukaan käsitteet 
muodostuvat kolmen vaiheen kautta: toiminnan, kuvien ja kielen avulla. Yksittäiset 
liikesarjat, esimerkiksi vuorotellen jalan nosto ja lasku, järjestetään mielessä suurem-
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miksi kokonaisuuksiksi, mikä mahdollistaa k¨ a olevan ongelman ratkaisun, esi-asill¨
merkiksi portaiden nousun. (Bruner, 1964). Millerin mukaan ihmiset pystyvät hah-
mottamaan kerrallaan noin seitsemän yksityiskohtaa. Oppija voi yhdistellä kokemuk-
siensa kautta saamiaan havaintoja laajemmaksi kokonaisuudeksi mielt¨ oksiamisyksik¨ 
tai mielteeksi. Tall¨ ¨ a esitetty lukum¨ar¨ an voikin tarkoittaa jo laa-oin tuo edell¨ a¨ a seitsem¨ 
jempia mielt¨ oit¨ aisi¨ amisyk-amisyksik¨ a kuin yksitt¨ a yksityiskohtia. Asiantuntijan mielt¨ 
sikkö voi olla hyvinkin laaja symbolien järjestelmä tai rakennelma, aloittelijan vain 
yksittäisiä symboleita. (Miller, 1956) Uuden asian opettaminen siten, että siinä voi-
daan havainnoida mahdollisimman paljon tuttua, auttaa assossiaatiopsykologian mu-
kaan uuden oppimista, koska uusi mielle voidaan assossioida aikaisempien mieltei-
den joukkoon. Työmuisti kuormittuu, jos oppijalla ei ole sisäistä tietorakennetta, jolla 
hän voisi kiteyttää havaittavia asioita. 
Jerome Bruner (1997) vertaili Piaget´n ja Vygotskyn n¨ a tiedon rakentu-akemyksi¨
misesta. Piaget oli kiinnostunut siitä miten lapset selitt¨ at ilmi¨ a ja perustelevat av¨ oit¨
omia selityksiään. Piaget´n mukaan tietoa ei löydetä, vaan tieto rakentuu mielen 
loogisten operaatioiden kautta. Loogisten operaatioiden avulla tulkitaan ja luodaan 
käsityksiä ympäröivästä maailmasta ja pyritään yleistyksien tekoon. Lapsen kognitii-
vista kehityst¨ at eteenp¨ arist¨ a hankittava kokemus, 2) a viev¨ ain 1) fyysinen ymp¨ o ja siit¨ 
synnynnaiset ja perinn¨ olliset tekij¨ ¨ arist¨at, 3) sosiaalisen ymp¨ on vaikutus ja Piaget´n 
mukaan vielä 4) tasapainottuminen. Tasapainottumisessa kehityksen lähtökohtana 
on ristiriita tai epätasapainotila. Kehittyneemmälle tasolle nousemisella saavutetaan 
vain hetkellinen tasapainotila, sillä kehittyneempi taso mahdollistaa uusien havainto-
jen tekemisen ja uusien ristiriitojen huomaamisen. Vygotsky oli puolestaan kiinnos-
tunut mekanismeista, joilla kulttuurisesti sovitut merkintätavat ja normit omaksutaan 
ja sisäistetään niin hyvin, että ne siirtyvät yksilön omiksi käytänteiksi. Kun tiedon 
sis¨ aminen on tapahtunut, abstraktimpi rakenne ulottaa vaikutuksensa my¨aist¨ os aiem-
piin tietoihin. Ihminen poikkeaa muista lajeista siina,¨ ett¨ alkel¨ a¨a se opettaa j¨ aisi¨an 
systemaattisesti ja yrittää lisäksi löytää mahdollisimman tehokkaan tavan tämän to-
teuttamiseksi. 
Konstruktivistisessa oppimisn¨ a oppija ei ole vain passiivinen tiedon akemyksess¨ 
vastaanottaja, vaan hän itse aktiivisesti konstruoi tietoa. Tiet¨ ahd¨an sopeu-aminen n¨ a¨ 
tumisprosessina, jonka kautta oppijan kokemusperäinen kuva maailmasta jäsentyy 
(National Research Council, 2004, 24). Kilpatrick (1987) korostaa tiedon karttumis-
ta kokemusten kautta. T¨ a kokemuksen hy¨ aminen opetuksessa n¨ osam¨ odynt¨ akyy my¨ 
uudessa Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa: Vuosiluokkien 3–6 mate-
matiikan opetuksessa tarjotaan kokemuksia, joita oppilaat hyodynt¨ av¨ at¨ matemaat-
tisten käsitteiden ja rakenteiden muodostamisessa. (Opetushallitus, 2014, 234 ). 
Oppijan aikaisemmalla tiedolla ja ennakkokäsityksellä on oleellinen osa uuden 
oppimisessa. T¨ an aikaisemman tiedon esille saaminen ja huomioiminen opetuk-am¨ 
sessa ovat olennainen osa opettajan tyot¨ a.¨ Kun oppilaiden naiivit teoriat ja ennak-
kokäsitykset huomioidaan opetuksessa, muuttaa tämä perinteistä matematiikan ope-
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tusta voimakkaasti: Opetus ei olekaan enä¨ a¨a valmiiden m¨aritelmien ja operaatioiden 
esittämistä yhä laajenevaksi käsitejärjestelmäksi, vaan oppilaiden omiin käsityksiin, 
tulkintoihin ja merkityksiin vaikuttamista. (Leino, 2004, 21.) Kuparin (1999, 25–29) 
mukaan matematiikkaa ei nähdä enää absoluuttisena ja valmiina, vaan muuttuva-
na ja kehittyvan¨ ä eli dynaamisena. Matematiikalle luonteenomaista on siis tekemi-
nen, luovat toiminnot ja tuottavat prosessit. Sosiokonstruktivistisen nak¨ ökulman mu-
kaan matematiikan opetuksen tulee tarjota oppilaille merkityksellisiä toimintamuo-
toja, jotka saavat alkunsa ongelmatilanteista, edellyttävät päättelyä ja luovaa ajatte-
lua, tiedon kerä¨ a ja soveltamista, ideoiden keksimist¨amist¨ a ja niiden testaamista poh-
dinnan ja argumentoinnin avulla. Sosiokontruktivismin piirteitä on n¨ aviss¨ osaht¨ a my¨ 
Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa: Opetus luo pohjan matemaattisten 
k¨ a kehittä¨ a k¨asitteiden ja rakenteiden ymmart¨ amiselle sek¨ ¨ a oppilaiden kyky¨ asitellä 
tietoa ja ratkaista ongelmia... Monipuolisten ongelmien ratkaisu yksin ja ryhmässä 
sekä erilaisten ratkaisutapojen vertailu ovat opetuksessa keskeistä. (Opetushallitus, 
2014, 234.) 
Alle olen kiteyttanyt mielest¨ ani keskeisimm¨ ¨ a esitetyst¨at asiat kustakin edell¨ a op-
pimisteoriasta. Kolmanteen sarakkeeseen olen merkinnyt muistiin ne asiat, jotka ky-
seisestä teoriasta koetin ottaa huomioon suunnitellessani interventiota (Taulukko 1). 
Taulukko 1. Oppimisteoriat, teorian kiteytys ja interventiossa huomioitavat asiat 
Oppimisteoria Oppimisteorian kiteytys Interventiossa huomioitavaa 
Empiristinen Havainto on pohjana ideoille. Luodaan oppimistilanteita he-
delmällisten havaintojen tekemiselle. 
Vahvistetaan visuaalisia mielikuvia. 
Behavioristinen Korostaa oikeaa toimintatapaa, 
ymmärrys jää taka-alalle. 
Vältetään virhekäsityksille altistavia 
malleja. Painotetaan ymmärrystä prose-
duurien sijaan. 
Kognitiivinen Tietorakenteisiin vaikuttavat fyysinen 
ympäristö, havainnot, kokemus, sosiaa-
linen vuorovaikutus ja tasapainottumi-
Hyödynnetään opetusvälineitä, toimi-
taan pareittain tai pienryhmissä. Luo-
daan tilanteita matematiikkapuheelle. 
nen. 
Konstruktivistinen Oppilas muokkaa aktiivisesti tietora-
kenteitaan hyödyntäen kokemuksiaan, 
tietämystään ja vertaistukea. 
Huomioidaan oppilaiden aikaisempi 
tieto ja käsitykset, luodaan tilanteita 
vertaisoppimiselle. Annetaan oppilaille 
tilaa oivaltaa. 
2.2 Työmuisti 
Oppimiseen vaikuttaa henkilon¨ ty¨ omuistin ajatellaan koos-omuistin kapasiteetti. Ty¨ 
tuvan Baddeleyn (2012) mukaan ainakin neljästä komponentista, jotka Baddeley ni-
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meää keskusyksiköksi, fonologiseksi silmukaksi, visuaalis-spatiaaliseksi luonnosleh-
ti¨ o ohjailee fonologista sil-oksi ja episodiseksi puskuriksi (Kuva 1). Keskusyksikk¨
Kuva 1. Baddeleyn työmuistimalli (Baddeley, 2012) 
mukkaa ja visuaalis-spatiaalista luonnoslehtiot¨ ¨ oss¨a. Keskusyksik¨ a tapahtuu tiedon 
päivitys, torjuminen (inhibitio) ja vaihtaminen strategiasta toiseen. Episodinen pus-
kuri auttaa tätä ohjailua mahdollistamalla tiedon niputtamisen ja siten pitkäkestoiseen 
muistiin siirtämisen taloudellisesti. Fonologisessa silmukassa tapahtuu kielellisen ai-
neksen lyhytkestoinen varastointi ja esimerkiksi kertaamisprosessit. Visuaalis-spatiaa-
lisessa luonnoslehti¨ a, mik¨ am¨ a kiinnostavin oss¨ a t¨ an tutkimuksen kannalta on ehk¨
komponentti, sailytet¨ ään visuaalista ja avaruudellista informaatiota tutkittavasta koh-
teesta. Esimerkiksi kymmenjärjestelmässä numeron paikka luvussa vaatii huomion 
kiinnittämistä numeromerkin sijaintiin suhteessa muihin numeroihin: luku 123 tar-
koittaa eri lukua kuin luku 321. Visuaalis-spatiaalinen vaikeus ilmenee esimerkiksi 
matematiikan teht¨ a, joissa tulee kiinnitt¨a huomiota lukujen sijoittamiseen oi-aviss¨ a¨
kein kuten desimaalilukujen allekkainlaskussa (Kyttälä, 2008, 14). 
Informaation käsittely ja työmuistiin tehty lyhytaikainen varastointi kilpailevat 
samoista resursseista. Esimerkiksi tehtav¨ ¨ alt¨ a informaatioan esitystapa ja sen sis¨ am¨
vaikuttavat siihen, painottuuko tehtav¨ ¨ a keskusyksik¨ass¨ on, fonologisen silmukan vai-
ko visuaalis-spatiaalisen luonnoslehtiön resurssien hyödyntäminen. Luokkatilanteis-
sa työmuistia kuormittavat myös erilaiset keskeytykset. Kyttälä ja Kanerva (2019) 
kehottavat käyttämään heikon työmuistin tukena erilaisia työmuistin kuormitusta 
vahent¨ avi¨ ¨ amist¨ av¨a tekniikoita kuten laskun osavaiheiden kirjaamista, piirt¨ a ja teht¨ an 
pilkkomista osiin. My¨ alineet v¨ av¨ omuistin kuor-os erilaiset kolmiulotteiset v¨ ahent¨ at ty¨ 
mitusta. (Kyttälä & Kanerva, 2019.) Suunnittelemassani interventiossa pyritään tuke-
maan oppilaiden työmuistia keventämällä sen kuormitusta konkreettisten välineiden 
ja havainnollisten kuvien avulla. Nain ty¨ omuistin resurssien pit¨ ¨ a¨aisi riitt¨a paremmin 
uuden asian k¨ alineet mahdollistavat my¨asittelyyn. Konkreettiset v¨ os murtolukujen 
suuruusvertailussa tukeutumisen murtolukujen visuaaliseen kokoon: se mikä näyttää 
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suuremmalta, on suurempi. Oppilaiden ei tarvitse silloin verrata pelkast¨ äan¨ symbo-
limuodossa esitettyjä murtolukuja keskenään vaan he voivat tukeutua havaintoonsa. 
2.3 Opettajan ja muiden oppilaiden merkitys oppimi-
sessa 
2.3.1 Opettajan rooli oppimistilanteessa 
Vygotskyn oppimisteoriaa hallitsevat mestari–kis¨ ahikehityksen alli-malli ja oppijan l¨ 
vy¨ ahd¨an kehitykselle merkityksellisenä, kun ohyke. Aikuinen–lapsi-vuorovaikutus n¨ a¨ 
taas vertaisryhman vuorovaikutus n¨ ahd¨ ¨an merkityksett¨ an¨a¨ om¨ a. (Lehtinen ym., 2007, 
114–115.) Piagen mukaan ohjaavalla aikuisella ja mallintamisella ei ole kovin suurta 
merkitystä, jos oppilaan tai lapsen ajattelun taso ei ole riittävän korkealla. Lapsi saat-
taa oppia uuden asian nopeastikin, mutta se saattaa olla sosiaaliseen miellyttämiseen 
liittyvää pinnallista oppimista. Asioiden ja esimerkiksi laskusääntöjen näyttäminen 
oppilaille ei vielä takaa uuden asian ymm¨ amist¨art¨ a (Lehtinen ym., 2007, 104–106). 
Oppilaille tulisi luoda tilanteita, joissa heillä on mahdollisuus oman tasonsa ja tie-
torakenteensa mukaisesti oppia uusia asioita. (Duckworth, 1979.) Vaikka oppilas it-
se konstruoi omaa tietorakennettaan ja keksii ja oivaltaa uutta, tämä ei silti tarkoita 
sit¨ a oppilas j¨ aisiin yksin, vaan opettaja voi ohjailla oppilasta oikeaan suun-a, ett¨ atett¨ 
taan (McNally, 1974, 122). Aina tuen ei tarvitse olla edes toinen henkil¨ oso, vaan my¨ 
konkreettiset välineet voivat olla oppilaan apuna. Hyvä pedagogiikka luo oppimis-
ympäristön, jossa lapsella on mahdollisuuksia kokea ja itse selvittää vastaukset ky-
symyksiin (Lehtinen ym., 2007, 115). 
Opettajan tulisi malttaa olla korjaamatta oppilaiden virheitä. Hänen tulisi mie-
luummin luoda tilanteita, joissa oppilas voi itse oivaltaa virheens¨ alitt¨a. Tiedon v¨ ami-
nen puheen ja tekstin avulla vaatii sen, että oppilaalla on mielessäan¨ rakenne, joka 
mahdollistaa käytetyn kielen (luonnollisen kielen vs. matematiikkakielen) ja käsittei-
den ymmärtämisen. Oppilaan ymmärryksen taso vaikuttaa kieleen, jota käytetään 
eik¨ ainvastoin. (Copeland, 1970, 15–25.) Jos opettaja opettaa oppilaalle jotain sel-a p¨ 
laista, minka oppilas olisi itsekin voinut oivaltaa, opettaja riist¨ ää oppilaalta oivaltami-
sen riemun. Vain itse oivaltamalla voi Piagen mukaan syntyä täydellistä ymmärrystä. 
(Sophian, 2004.) 
2.3.2 Vertaisoppiminen 
Ohjaavalla aikuisella ei ole Piaget´n mukaan suurta merkitystä ajattelun rakenteiden 
edistäjänä. Sen sijaan vertaisryhmässä käyty dialogi ja keskustelussa mahdollises-
ti syntyneet ristiriidat ovat tietorakenteiden kehittymisen l¨ okohtana. Tietoraken-aht¨ 
teet pyrkivat kehittym¨ äan¨ kohti monimutkaisempia ja johdonmukaisempia rakentei-
ta. (Lehtinen ym. 2007, 103–105.) Kun oppilaat saavat esittää ideansa ja menettely-
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tapansa ja kun toiset oppilaat saavat ilmaista joko eriav¨ an¨ tai samaa mieltä olevan 
käsityksensä asiasta, niin oppilaiden ajattelutaso siirtyy pelkän oikean vastauksen et-
simisestä korkeammalle tasolle (Leino 2004, 29). 
Vertaisoppimisella voi olla pitkäkestoinenkin vaikutus. Luokanopettajaopintoi-
hin tuli valituksi hakija, joka oli valintakokeessa piirtänyt kuukeskeisen maailman-
kuvan. Sama tehtävä oli puoli vuotta myöhemmin tentissä, jolloin opiskelija piirsi 
aurinkokeskeisen maailmankuvan. Haastatellessani kyseistä opiskelijaa kysyin, mikä 
oli saanut h¨ asityksens¨ av¨ a valistaneen anen k¨ a muuttumaan. Opiskelija kertoi yst¨ ans¨
h¨ a heti valintakokeen j¨ ayty dialogi ant¨ alkeen. (Tuominen, 2011.) Vertaisen kanssa k¨ 
luokkahuoneen ulkopuolella oli tuottanut tässä toivotun tuloksen. 
Monesti ajatellaan, että opinnoissaan paremmin edistynyt oppilas voisi toimia tu-
kena heikommin menestyvälle oppilaalle. Schunkin (1987) tutkimuksen mukaan it-
setunnoltaan heikot oppilaat hakevat mieluiten mallia sellaisilta, omaa tasoaan lähellä 
olevilta oppilailta, jotka ovat jo kyseisen ongelman voittaneet. Oppilaat turvautu-
vat aikuisen malliin vasta sitten, jos vertaisen malli ei tunnu riittävän luotettavalta. 
Osaaminen n¨ a¨ anä matkimisessa kuin ika.¨ Heikot oppi-ahd¨an voimakkaampana tekij¨ 
laat matkivat mieluummin itseä¨ aisi¨an jaan nuorempia ja taitavampia kuin oman ik¨ a¨ 
taidoiltaan heikompia oppilaita. (Schunk, 1987.) 
2.4 Havainnollistaminen oppimisen tukena 
2.4.1 Konkreettiset välineet oppimisen tukena 
Vait¨ östutkimukseni interventio kohdennetaan kolmasluokkalaisiin oppilaisiin, jot-
ka ovat siis noin 9–10-vuotiaita. Piaget´n mukaan noin 7–12-vuotiaat lapset ovat 
konkreettisten operaatioiden vaiheessa. Konkreettiset operaatiot ovat toimintoja, jot-
ka voidaan sisaist¨ ää ja jotka ovat palautettavissa. Esimerkiksi muovailuvahapallo 
voidaan jakaa kahdeksi pienemmäksi palloksi ja sitten palauttaa takaisin yhdeksi 
suureksi palloksi tai luvun yhdistäminen toiseen lukuun yhteenlaskulla voidaan pa-
lauttaa alkutilanteeseen vähennyslaskulla. Operaatiolle ominaista on se, että jokin 
ominaisuus säilyy, kuten edellä muovailuvahan mäar¨ a.¨ (Piaget, 1977.) Lapsi saat-
taa pystyä kielellisesti tuottamaan summan 3 + 2 = 5, mutta jos han¨ ei vielä pysty 
kääntämään operaatiota ja nimeämään että 5 = 3 + 2, niin silloin lapsi ei ole vielä 
sisäistänyt yhteenlaskuoperaatiota (Copeland, 1970, 15–25). Operaatioita kutsutaan 
konkreettisiksi siksi, että ne kohdistuvat suoraan esineisiin ja niiden yhdistelmiin, 
niiden suhteisiin tai niiden lukumäar¨ äan¨ (Piaget, 1977). 
Konkreettisten operaatioiden vaiheessa lapsi omaksuu ideoita hyödyntäen kon-
kreettisia esineitä tai materiaaleja kuten muovailuvahaa. Aluksi oppilas on täysin 
kiinni konkretiassa ja toiminnassa itse toimien, mutta pikkuhiljaa han¨ pystyy te-
kemä¨ a ja n¨ an pystyy jatt¨ a-¨an yleistyksi¨ ain luomaan mielikuvia. Mielikuvien avulla h¨ 
mään konkreettisten välineiden käytön väliin, koska hän tietää jo miten tehtävässä 
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tulisi kaym¨ ä¨ anen tulkintansa ja yleistyksens¨an. Kun h¨ a ovat toistuvasti oikein, on 
siirrytty konkreettisten operaatioiden tasolta formaalien operaatioiden tasolle (Co-
peland, 1970, 15–25). Esimerkiksi toisella luokalla oleva oppilas oli jo tutustunut 
murtokakkupaloihin, mutta samannimisten murtolukujen yhteen- ja vähennyslasku 
olivat viel¨ anelle t¨a h¨ aysin tuntemattomia asioita. Kun murtokakkupalojen avulla mal-
lintaen laskettiin muutamia symbolimuodossa esitettyjä yhteenlaskuja kuten 1 5 +
1 
5 
ja 2 6 +
1 
6 , oppilas hetken kuluttua ilmoitti, ettei hänen tarvitse enää mallintaa paloilla, 
koska hän tietää jo vastauksen. (Opetuskeskustelu, 2012.) Oppilas oli lyhyen kon-
kreettisten operaatioiden vaiheen jälkeen siirtynyt formaalien operaatioiden tasolle 
samannimisten murtolukujen yhteenlaskun osalta. 
Mallit luovat sillan arjessa havaittujen asioiden ja ilmiöiden eli informaalin tie-
don ja opetuksessa saadun formaalin tiedon välille. Havainnollistavien mallien tu-
lee olla sekä riittav¨ an¨ konkreettisia, jotta ne voidaan liittää todelliseen tai kuvitel-
tuun tilanteeseen ja toisaalta niiden tulee olla riittävän joustavia, jotta niitä voidaan 
hyödyntää edistyneemmällä ja yleisemmällä tasolla (Van den Heuvel-Panhuizen, 2003). 
Havainnollistamisv¨ ayt¨ asit-alineiden k¨ on tavoitteena on siis konkretisoida abstrakteja k¨ 
teita.¨ Interventioissa on hyödynnetty esimerkiksi kuvaa mehukannusta, lattialle ase-
tettua lukusuoraa ja lautapelejä (Moss & Case, 1999), konkreettisia murtolukumalle-
ja (Cramer, Post & delMas, 2002) ja Cuisenaire-sauvoja, paperin taittelua ja nappu-
loita (Behr, Wachsmut, Post & Lesh, 1984). 
Yleinen käsitys on, että lapset oppivat paremmin, kun he saavat käyttää itsel-
leen mieluisinta strategiaa. Cramerin ja Wybergin (2009) mukaan opetusvälineet ovat 
keino tukea oppimista oppilaalle mielekkä¨ a tavalla. K¨ aessäan¨ konkreettisia all¨ aytt¨ 
valineit¨ ä oppilas muodostaa niiden avulla itselleen uusia k¨ a ja samalla my¨asitteit¨ os 
uusia mielikuvia, jotka jatkossa tukevat oppilasta myös symbolitasolle siirryttäessä. 
Konkreettiset välineet mahdollistavat paitsi erilaisten ratkaisujen keksimisen myös 
käsitteellisesti kehittyneempien strategioiden käytön (Manches & O´Malley, 2016). 
Jokaisella valineell¨ ä on kuitenkin omat hyv¨ aytt¨ alläat puolensa ja rajoitteensa, k¨ am¨ 
erilaisia v¨ a mahdollistetaan laajemman mielikuvan muodostuminen opittavas-alineit¨
ta käsitteestä. Cramer ja Wyberg (2009) laativat tarkistuslistan, joka opettajan olisi 
hyvä pitää mielessään valitessaan välinettä murtolukujen havainnollistamiseen: Tu-
keeko valine oikeiden mielikuvien synty¨ ä ja auttaako väline murtolukujen suuruu-
den arvioinnissa? Tukeeko valine tarvetta yhteisen nimitt¨ aj¨ ¨ oyt¨an l¨ amiseksi yhteen- ja 
vähennyslaskuproseduureissa vai olettaako se asian jo ymmärretyksi? Onko välineellä 
helppo havainnollistaa yhteen- ja vähennyslaskua? Tukeeko väline virheellisten las-
kuproseduurien kaytt¨ ö¨ o oppilas n¨ a¨ alineell¨a? Pystyyk¨ akem¨an yhteyden konreettisella v¨ a 
suoritetun ja symboleilla suoritetun laskun v¨ a?alill¨ 
Opetuksessa käytetään niin sanottua CRA-järjestystä, jossa käsitteen oppiminen 
tapahtuu konkreettisten välineiden (C) ja eri representaatioiden (R) avulla lopulta ab-
straktiin (A) muotoon. Butler, Miller, Crehan, Babbitt ja Pierce (2003) tutkivat sita,¨ 
mikä vaikutus oppilaiden osaamiseen on sillä, että konkreettinen vaihe jätetään pois 
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ja opetetaankin suoraan visualisoinneista abstraktiin (RA). CRA-j¨ a noudattu-arjestyst¨
nut ryhmä sai korkeampia tuloksia kuin RA-järjestystä noudattanut ryhmä, mutta ero 
oli tilastollisesti merkitsevä ainoastaan ekvivalenttien murtolukujen kohdalla. Kon-
kreettinen vertailu välineiden avulla näyttäisi olevan siis oppilaille hyödyllistä. Kum-
mankin ryhm¨ aksi murtoluvut hyvin hallitsevien oppilaiden an suoritusta verrattiin lis¨ 
suoritukseen. Kumpikin ryhma,¨ CRA ja RA, olivat parantaneet suoritustaan jopa niin 
paljon, että ne olivat saavuttaneet hyvin osaavat oppilaat. 
Myös tietokoneohjelma voi toimia ’konkreettisena’ välineenä (Clements, 1999). 
Kun oppilaat ohjelmoivat tietokoneohjelmalla esimerkiksi Logo-kilpikonnan piirtä-
mä¨ ayt¨ on, niin he joutuvat formuloimaan toimintansa matema-an tietokonen¨ olle neli¨ 
tiikan kielelle. Nain¨ toimien oppilaat harjoittelevat enemman¨ t¨ allist¨asm¨ a ilmaisua 
kuin oppilaat, jotka piirtävät neliön esimerkiksi viivoittimen avulla. Clements listaa 
hyvän opetusvälineen piirteitä seuraavasti: Väline on oppijalle merkityksellinen ja 
antaa tukea. Väline ei rajaudu vain yhden asian opettamiseen vaan se on joustava, 
jolloin sit¨ aytt¨a eri yhteyksiss¨ aline kuvaa oikein oleellisia matemaat-a voidaan k¨ a¨ a. V¨ 
tisia piirteitä ja mahdollistaa yhteyksien luomisen esimerkiksi käsitteen eri esitys-
muotojen välillä. Sanalla sanoen väline toimii tiedon katalyyttinä. (Clements, 1999.) 
Sieglerin (2003) mukaan kehittymättömät strategiat, esimerkiksi sormilla laske-
minen, korvautuvat elegantimmilla strategioilla siinä vaiheessa, kun oppilaalla on 
tarpeeksi tietoa vastatakseen tehtav¨ ¨an k¨ am¨ a alkeellista strategiaa. Konkreetti-a¨ aytt¨ att¨
set apuvälineet auttavat oikean mielikuvan muodostamisessa. Välineiden puuttuessa 
oppilas voi tarvittaessa vaikka piirtää annetusta luvusta kuviomallin. Kun oppilas 
pystyy mielessä¨ , ei h¨ a¨ aytt¨aan visualisoimaan vastineen luvulle 24 anen en¨a tarvitse k¨ a¨ 
konkreettisia v¨ a tai piirroksia, sill¨ an on siirtynyt jo abstraktin ajattelun vai-alineit¨ a h¨ 
heeseen (Bruner, 1966, 11). 
2.4.2 Ulkoiset representaatiot matemaattisten tehtävien ratkai-
sun tukena 
Matematiikan k¨ am¨ aisiin ja aytt¨ at eri esitysmuodot, representaatiot voidaan jakaa sis¨ 
ulkoisiin representaatioihin. Sisaisill¨ ä representaatioilla tarkoitetaan henkilon¨ muo-
dostamia mielikuvia ja ulkoisilla representaatioilla aistein havaittavia representaa-
tioita, kuten konkreettisia malleja, kuvia, kuvioita yms. Schnotzin (2002) mukaan 
representaatiot voidaan luokitella kahteen luokkaan kuvaileviin (descriptive) ja ku-
vallisiin (depictive). Ensimm¨ a rakenne, ainen koostuu symboleista, joilla on selke¨
merkitys ja totuttu k¨ otapa kuten matemaattisilla teksteill¨ al¨ a jne. Kuval-aytt¨ a, yht¨ oill¨
linen representaatio puolestaan sisältää graafeja, kuvia tai piirroksia, joilla on kon-
tekstissaan selkeä merkitys konkreettisella tai abstraktilla tasolla. Behrin ym. (1983) 
mukaan ulkoinen representaatio mahdollistaa oppilaan oman mielikuvan vertaami-
sen ulkoiseen representaatioon, mika saattaa kehitt¨ ä¨ asitteest¨a oppilaan mielikuvaa k¨ a 
yleisempään suuntaan. Ulkoiset representaatiot voivat vähentää työmuistin kuormi-
24 
Oppiminen 
tusta ja muokata tehtav¨ ¨ ahestytt¨an informaation yksinkertaisempaan ja helpommin l¨ a-
vämpään muotoon. Jos jotain opetusvälinettä tai kuvallista mallia käytetään toistu-
vasti tietyn käsitteen havainnollistamiseen, saattaa tämä kuitenkin heikentää oppi-
laan kykyä käyttää välinettä uudessa tilanteessa. Opetusvälineiden ja havainnollis-
tavien kuvien tulisi siis olla monipuolisia, toisistaan selkeästi poikkeavia ja sellai-
sia, jotka korostavat opittavan k¨ ain oppilas saaasitteen kannalta oleellisia kohtia. N¨ 
käsitteestä mahdollisimman monipuolisen kuvan. Opettajan olisi hyvä aloittaa ope-
tuksensa mahdollisimman konkreettisella välineellä, joka on yksinkertainen ja jo-
ka mahdollistaa tukeutumisen oppilaiden intuitioon. Tutkijat havaitsivat, että pelkkä 
v¨ aytt¨ a taannut oppimista. Kun oppilas sanoitti toimintaansa joko alineen k¨ o ei viel¨
opettajalle tai vertaiselleen etsien eroja ja yhtäläisyyksiä välineen avulla, oli oppimi-
nen tehokkaampaa kuin ilman sanoitusta. (Behr ym., 1983.) 
Ulkoiset reprensentaatiot voidaan luokitella sen mukaan, miten ne tukevat tehta-¨ 
vän ratkaisua. Behr ym. (1983) jakavat havainnollistavat kuvat ensin kahteen pääryh-
mä¨ ajohdonmukaisiin. Johdonmukaiset kuvat ovat joko he-an johdonmukaisiin ja ep¨ 
ti valmiita hyodynnett¨ aviksi tai¨ keskener¨ a, jolloin oppilaan tulee itse t¨ a¨aisi¨ aydent¨a 
kuvaa, tai irrelevantteja, jolloin oppilaan tulee ohittaa kuvan antama informaatio 
ja muokata itse kuvaa tarkoituksenmukaiseksi. Epäjohdonmukaisia kuvia oppilas ei 
pysty hyödyntämään tehtävän ratkaisussa. Jos kuva ei tue tehtävän ratkaisua, oppilas 
kaytt¨ ää tehtav¨ an¨ ratkaisun apuna jotain muuta representaatiota, esimerkiksi symbo-
leja. 
Matemaattisen käsitteen hallitakseen tulee henkilön tunnistaa käsitteen represen-
taatio, pystyä muokkaamaan representaatiota esimerkiksi laskuproseduurien avul-
la tai kuvaa varitt¨ am¨ all¨ ä ja muuntamaan representaatio toiseksi niin, että edelleen 
kumpikin representaatio tarkoittaa samaa matemaattista asiaa. Sujuva liikkuminen 
eri representaatioiden välillä ja toimiminen saman representaation sisällä ovat edel-
lytyksenä matemaattisesti joustavalle ajattelulle. (Deliyanni, Gagatsis, Elia & Pa-
naoura, 2014.) Representaatioiden v¨ a liikkuminen ei v¨ am¨ a auta kaikkiaalill¨ altt¨ att¨
oppilaita samalla tavoin. Panaouran ym. (2009) tutkimus toi esiin, että matemaat-
tisesti heikommin suoriutuvat oppilaat eivät uskoneet omiin kykyihinsä hyödyntää 
murtolukujen eri representaatioita, koska he eivät mielestään osanneet käyttää niitä 
riittav¨ an¨ joustavasti ja sujuvasti (Panaoura, Gagatsis, Deliyianni & Elia, 2009). 
Elia, Gagatsis ja Demetriou (2007) vertailivat sanallisen kuvauksen, informatii-
visen kuvan, kuvituskuvan ja lukusuoran roolia yhteenlaskun yhteydessä. Ne kypros-
laiset 1. ja 3. luokan oppilaat, jotka olivat saaneet tehtav¨ än tueksi informatiivisen ku-
van, parj¨ asiv¨ ¨ am¨ a, ett¨at kaikkein heikoimmin. T¨ an ajatellaan johtuvan siit¨ a oppilaiden 
on vaikea yhdistää informaatiota useasta lähteestä: tehtävänannosta ja kuvasta. Vas-
taavasti Csı́kos, Szitányi ja Kelemen (2012) tutkivat unkarilaisten kolmasluokkalais-
ten kanssa, onko piirrosten k¨ amisell¨ avien ratkaisussa vaikutus-aytt¨ a sanallisten teht¨ 
ta tehtävien ratkeamiseen, aritmeettiseen osaamiseen ja oppilaiden asenteisiin. Tu-
lokset olivat positiiviset, interventioryhmän oppilaiden osaaminen parani sanallisten 
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teht¨ os oppilaiden aritmeettinen osaaminen kehittyi. Kontrol-avien osalta, mutta my¨ 
liryhmä oli alkutestissä hieman interventioryhmää parempi, mutta jälkimittauksessa 
eroa ei enää ollut. Interventioryhmän oppilaat olivat myös taipuvaisempia hyväksy-
mään ajatuksen, että sopiva piirros tukee sanallisen tehtävän ratkaisemista. Mate-
maattisissa ongelmanratkaisuteht¨ a piirrosten aktiivinen hy¨ aminen voi joh-aviss¨ odynt¨ 
taa aluksi sisaiseen¨ ristiriitaan, mikä taas voi olla merkityksellinen ja hyödyllinen 
tehtävän ratkaisun kannalta (Elia & Philippou, 2004). 
Van Meter, Aleksic, Schwartz ja Garner (2005) tutkivat, miten piirtäminen ja 
tuettu piirtäminen lisäkuvituksen ja tarkentavien kysymysten avulla vaikutti suoriu-
tumiseen verrattuna ei-piirt¨ akuvitus tukenaan. Tutkimuksessaajiin, joilla oli sama lis¨ 
tutkittiin neljasluokkalaisia ja kuudesluokkalaisia, jotta¨ naht¨ ¨ all¨aisiin, olisiko i¨ a vai-
kutusta suoriutumiseen. Aluksi oppilaiden alkutiedot testattiin useasta eri teemasta. 
Linnun siiven rakenne valikoitui tutkimustekstiksi, koska oppilaiden alkutiedoissa ei 
ollut havaittavia eroja eri ik¨ alill¨ a ne oppilaat,aluokkien v¨ a. Tuloksena havaittiin, ett¨
joita kehotettiin piirt¨ a¨ at paremmin ongelmanratkaisuteht¨ a kuinam¨an menestyiv¨ aviss¨
ne oppilaat, jotka eivät itse piirtäneet kuvaa. Ero oli suurempi kuudesluokkalaisten 
kohdalla, joten oppilaan ikä voi vaikuttaa piirroksesta saatavaan hyötyyn. Monivalin-
tatehtaviss¨ a ei havaittu eroja eri ryhmien v¨ ¨ a, ei edes ik¨ alill¨alill¨ aluokkien v¨ a. Tutkimus 
osoitti, että piirroksen tekeminen oli tehokkaampaa oppimisen kannalta kuin kuvi-
tuskuvien tarkastelu. Kaikkein parhaiten menestyivät oppilaat, jotka piirsivät, heillä 
oli kuvituskuvat vertailukohtina ja heille esitettiin tarkentavia kysymyksiä. Tarkenta-
vat kysymykset mahdollistivat vertailun tekemisen oman piirroksen ja kuvituskuvan 
v¨ a ja mahdollisten virheiden huomaamisen. (van Meter ym., 2005.) alill¨
2.5 Käsitteellinen muutos 
Vosniadoun, Vamvakoussin ja Skopelitin (2008) mukaan käsitteellisen muutoksen 
teorian juuret ovat löydettävissä Kuhnin (1962) teoksesta The Structure of Scientifc 
Revolution. Kuhnin mukaan tiede toimii yhteisten uskomusten, olettamusten, sitou-
muksien ja toimintamallien pohjalta, jotka yhdessä muodostavat paradigman. Kun 
tieteen teoria muuttuu uusien l¨ ojen my¨ a, samalla teorian sis¨ am¨ asitteetkinoyt¨ ot¨ alt¨ at k¨ 
voivat muuttaa merkitystään ja tulee tarve käsitteelliselle muutokselle. Esimerkiksi 
ihmisten käsitys Aurinkokunnan rakenteesta on muuttunut vuosisatojen aikana maa-
keskeisestä aurinkokeskeiseksi. Lasten käsitys Maasta ja sen paikasta Aurinkokun-
nassa kehittyy kuitenkin pitkälti samalla tavalla kuin fysiikan historia on kehittynyt: 
aluksi Maa ajatellaan kiekkomaisena maana, jonka päällä ihmiset ovat, sitten pallo-
na, jonka pinnalla ihmiset ovat ja lopulta avaruuden kappaleena, planeetta Maana, 
joka kiertää Aurinkoa (Vosniadou, 1994). 
Chi (2008) jakaa käsitteellisen muutoksen kolmeen eri kategoriaan: uskomus 
muuttuu, mielikuva muuttuu tai luokittelukategoria muuttuu. Esimerkiksi, kun va-
las osataan luokitella nisäkkäisiin kalojen sijaan, ymmärretään paremmin, ettei ran-
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taan ajatunut valas tukehdu. Kasitteellist¨ ä muutosta voidaan tulkita myos¨ laajemmin 
niin, että sillä tarkoitetaan kaikkia niitä käsitteellisiä muutoksia, joita tapahtuu op-
pimisprosessin aikana (Vosniadou ym., 2008). Tieteelliset käsitteelliset oivallukset 
ja muutokset syntyvät jatkuvassa prosessissa mallin hahmottelemisen, arvioinnin ja 
muokkaamisen tuloksena. V¨ at toimi ainoastaan uuden luomisen apuna,alimallit eiv¨ 
vaan niiden kautta pä¨ a¨ ost¨ a¨ast¨an ty¨ am¨an uutta, parempaa mallia (Nersessian, 2008). 
K¨ amys s¨ateleeasitteellisen muutoksen teorian mukaan oppilaan aikaisempi tiet¨ a¨ 
ratkaisevasti uuden oppimista. Teoriassa analysoidaan aikaisemman ja uuden tiedon 
välistä suhdetta ja etsitään selityksiä mahdollisten oppimisvaikeuksien ja väärinkäsi-
tysten synnylle. Kun uutta käsitettä opitaan, lähtötilanne voi olla ainakin kolmen-
lainen: 1) oppilas ei tiedä mitään uudesta käsitteestä, mutta tietää jotain aiheeseen 
liittyv¨ a asiasta. T¨ oin oppiminen tapahtuu liitt¨ all¨ asite aikaisempaan ast¨ all¨ am¨ a uusi k¨ 
tietoon. 2) Oppilas saattaa tietä¨ asitteest¨a jo jotain uudesta k¨ a, mutta tieto on joten-
kin vaillinainen. Oppimista voidaan saavuttaa täyttämällä puuttuvat tietoaukot. Kum-
massakin edellä kuvatussa tapauksessa tapahtuu aikaisemman tiedon rikastaminen. 
3) Kolmannessa tapauksessa on kyse kasitteellisest¨ ä muutoksesta. Tällaisessa tilan-
teessa aikaisempi virheellinen tieto on ristiriidassa uuden, oikean tuntuisen tiedon 
kanssa. Tällön uuden oppiminen ei tapahdu yksinkertaisesti liittämällä uusi tiedon-
jyvä aikaisempaan tietorakenteeseen tai tietoaukkoja täyttämällä, vaan oppijan tulee 
muuttaa virhekasityst¨ ä¨ asitteellist¨an oikeaan suuntaan. (Chi, 2008.) K¨ a muutosta voi 
synty¨ ayttyv¨ asitteet eiv¨ aa, jos seuraavat ehdot t¨ at: 1) oppijan olemassa olevat k¨ at riit¨ 
selittämään ilmiötä, 2) on olemassa uusi käsite, joka on ymmärrettävä, 3) uusi käsite 
on vakuuttavan tuntuinen ja selitysvoimaltaan vahvempi kuin aikaisempi käsitys ja 
4) uusi käsite avaa uusia mahdollisuuksia ja näkökulmia (Vosniadou ym., 2008, xiv). 
Aikaisemmin on ajateltu, että käsitteellinen muutos syntyisi nopeasti kognitiivi-
sen ristiriidan seurauksena, mutta tutkimukset ovat kuitenkin osoittaneet, että käsit-
teellinen muutos on maltillinen ja hidas prosessi (Vosniadoun ym., 2008, xvi). Jos 
oppija kokee uuden asian olevan ristiriidassa aikaisemman tietorakenteensa kanssa, 
saattaa oppija tallentaa uuden tiedon erilliseksi tietosaarekkeeksi, irrallaan muusta 
tietorakenteesta. (Lehtinen ym., 2007, 133.) Näin tietorakenteesta tulee pirstaleinen, 
fragmentoitunut. Oppilaan tulee olla tietoinen virheellisestä ajattelustaan ja hänelle 
tulee luoda tarve ajatuksensa muuttamiseen. Jos uusi tieto selittä¨ ot¨a tutkittavaa ilmi¨ a 
paremmin kuin oppilaan aikaisempi tieto, on uuden käsitteen selityskyky voimak-
kaampi ja siten oppijalle kannattava oppia. Hyvin organisoitunut ja merkityksellinen 
tieto säilyy pitkäkestoisessa muistissa paremmin kuin irralliseksi jäävät tiedonmurut 
(Lehtinen ym., 2007, 271). 
Oppilaiden aikaisemmat käsitykset ja virhekäsitykset vaikuttavat uuden asian op-
pimiseen. Chin (1992) mukaan osa virhekäsityksistä voidaan oikaista sopivalla ope-
tuksella, jossa virhek¨ orm¨ a¨ avill¨ asitys voidaan asitys t¨ aytet¨an sopivilla teht¨ a. Virhek¨ 
n¨ a kehitysvaiheena kohti oikeaa k¨ a. Osa virhek¨ a on kuitenkin eri-ahd¨ asitett¨ asityksist¨
tyisen kestäviä, jos oppilas ei koe tai ei huomaa tarvetta muuttaa oma käsitystään. 
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Esimerkiksi samannimisten murtolukujen yhteenlaskussa oppilaan intuitiivinen toi-
mintatapa laskea osoittajat keskenään yhteen ja nimittäjät keskenään yhteen toimii 
osittain oikein, ainoastaan osoittajat tulee laskea yhteen ja nimittäjä tulee säilyttää 
samana. Oppilas voi siis nojautua intuitioonsa eikä oppilaalle tule tarvetta muuttaa 
kasityst¨ ä¨ alisest¨ a¨an murtolukujen v¨ a yhteenlaskusta. Ongelma tulee esille viimeist¨an 
erinimisten murtolukujen yhteen- ja vähennylaskun kohdalla. 
Merenluoto ja Lehtinen (2004a) korostavat, että käsitteellistä muutosta voi syn-
tya,¨ jos oppija hallitsee opeteltavan k¨ on kannalta riitt¨ an m¨ar¨asitteen tai ilmi¨ av¨ a¨ an 
aikaisempaa tietoa ja oppijalla on herkkyyttä ja taipumusta havaita uuden käsitteen 
mukanaan tuomat uudet piirteet. Lisäksi oppijan tulee olla riittävän motivoitunut 
kestääkseen uuden käsitteen mukana tulleen ristiriidan ja epämääräisyyden ja luot-
tavainen, että käsitteellinen ristiriita lopulta ratkeaa. Käsitteellistä muutosta ei syn-
ny, jos oppija ei tiedosta uuden k¨ a, vaan liian itsevarmana asitteen oleellisia piirteit¨ 
ohittaa ne ja pelkast¨ ä¨ asitteell¨an rikastaa aikaisempaa tietorakennettaan uudella k¨ a. 
Käsitteellistä muutosta ei myöskään synny, jos oppija vaatimattomin pohjatiedoin 
ohittaa oleelliset piirteet uudessa käsitteessä ja tukeutuu sen sijaan tuttuihin piirtei-
siin. Jos oppija on k¨ ahden liian itsevarma, h¨ a havaita asitteeseen n¨ anen herkkyytens¨
uusia piirteit¨ an nojaa varhaisempien k¨a laskee ja h¨ asitteiden tai tuttujen piirteiden va-
raan suoriutuessaan tehtävästä. Jos halutaan saada aikaiseksi käsitteellistä muutosta, 
tulee huomioida oppilaan aikaisempi oikea tieto ja se, kuinka korkea käsitteellinen 
hyppy aiemmasta tiedosta on uuteen asiaan. (Merenluoto & Lehtinen, 2004a.) 
2.5.1 Systemaattisten virheiden tunnistaminen 
Oppimista tapahtuu ymmärryksen kautta, mutta jos proseduurit opitaan ilman ymmär-
rysta,¨ ne ovat alttiita systemaattisille virheille (Hallett, Nunes & Bryant, 2010). Osa 
oppilaista ei v¨ am¨ a oivalla oleellisia periaatteita, jotka sis¨ at laskuproseduu-altt¨ att¨ altyv¨ 
reihin tai he oivaltavat periaatteet, mutta he eivät osaa yhdistää niitä oikeaan pro-
seduuriin. Erityisen paljon virhekäsityksiä on murtolukujen suuruusvertailu- ja las-
kuteht¨ a ja algebrallisissa yht¨ oissa.¨ (Siegler, 2003.) On siis mahdollista, ettäaviss¨ al¨ 
merkint¨ asitteellisen ymm¨ amisenojen ja proseduurien ylikorostaminen tapahtuu k¨ art¨ 
kustannuksella, eikä merkintöjen virheettömyys takaakaan käsitteen ymmärtämistä 
(Merenluoto, 2009). Gabrielin, Cochén, Szucsin, Caretten, Reyn ja Contentin (2013) 
tutkimus osoitti, että oppilaiden käsitteellisen tiedon puute voi paljastua systemaat-
tisina virhein¨ at virheel-a. Oppilaat, joilla oppiminen on ollut puutteellista, kehittelev¨ 
lisiä proseduureja, jotka tuottavat systemaattisesti virheellisen tuloksen. Opettajan 
kannattaa nähdä nämä systemaattiset virheet kuitenkin mahdollisuutena, sillä nii-
den systemaattisuus paljastaa oppimatta jääneen käsitteen. (Siegler, 2003.) Kun vir-
hek¨ a¨ all¨ asitteellist¨ aytt¨ a prose-asitys saadaan oikaistua lis¨am¨ a k¨ a tietoa, oppilaan k¨ am¨
duurikin saattaa korjaantua. Tutkijat kehottavatkin hy¨ am¨an konkreettisia ma-odynt¨ a¨ 
teriaaleja opetuksessa käsitteellisen tiedon lisäämiseksi. (Gabriel ym., 2013.) 
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2.5.2 K¨ asitteess¨asitteellinen muutos lukuk¨ a 
Käsitteellinen muutos on välttämätön matematiikan oppimisessa. Oppilaan lukukäsite 
on alkanut kehittyä jo kauan ennen kouluopetuksen alkua. Lapset pystyvät päättele-
mä¨ a¨ an luettelemalla, he pystyv¨ a¨ a¨an annetun joukon alkioiden lukum¨ar¨ at p¨attelem¨an 
vastauksia uusissa tilanteissa, huomaamaan virheit¨ a¨ a ja keksimäan¨a muiden p¨attelyiss¨
laskualgoritmeja pienillä luvuilla laskettaessa. Merenluoto ja Lehtinen (2004b) esittä-
vät, että lukujen kehysteoria pohjaa lukujen diskreettisyysolettamukseen lukujen eril-
lisyydestä. Luonnollisten lukujen luetteleminen lukumäärän selvittämiseksi tukee 
diskreettisyysajatusta ja formaali opetus edelleen vahvistaa kasityst¨ ä diskreettisistä 
luvuista koulun ensimmaisill¨ ä luokilla. Luonnollisiin lukuihin perustuva käsitys lu-
vuista kuitenkin haittaa osaltaan rationaalilukujen oppimista ja ymmärtämistä. Ra-
tionaalilukukäsitteen syvempi ymmärtäminen vaatii lukukäsitteen uudelleen muok-
kaamista ja irtautumista diskreettisyysolettamuksesta eli k¨ a muutosta.asitteellist¨
Tutkimusten mukaan oppilaat muokkaavat lukukasityst¨ äan¨ rikastamalla uusia 
elementtejä jo olemassa olevaan tietorakenteeseen. Tämä aiheuttaa tietorakentees-
sa epäjohdonmukaisuutta ja ristiriitoja ja luo otollisen maaperän synteettisten mallien 
muodostumiselle. Synteettinen malli syntyy, kun oppija yrittää uutta tietoa muokkaa-
malla yhdistä¨ allainen syn-a sen paremmin omaan kehysmalliinsa sopivaksi. Yksi t¨ 
teettinen malli on esimerkiksi se, että oppilas ajattelee kokonaisluvut, desimaaliluvut 
ja murtoluvut toisistaan irrallisina lukujoukkoina. (Vosniadou ym., 2008.) 
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3.1 Käsitteellinen tieto ja proseduraalinen tieto 
Hiebert ja Lefevre (1986, 3–4) erottavat matemaattisesta tiedosta kaksi ilmenemis-
muotoa: käsitteellinen tieto (conceptual knowledge) ja proseduraalinen tieto (proce-
dural knowledge). Haapasalo (1994) lisää kolmanneksi vielä teoreematiedon (theo-
rems), mutta koska teoreemat liittyv¨ ankin edistyneemp¨an matematiikkaan at enemm¨ a¨ 
kuin alakoulun matematiikkaan, niin teoreematietoa ei tässä yhteydessä käsitellä tar-
kemmin. Neljäs tiedon muoto on informaalitieto, joka nojaa omiin havaintoihin ja 
kokemuksiin eli oppilaan arkitietoon. Informaalioppiminen poikkeaa formaalista op-
pimisesta siin¨ a informaalia oppimista ei tunnusteta symbolisesti ja rituaalisesti a, ett¨
kuten formaalia oppimista. Formaalioppiminen on tarkoituksellista, kun taas infor-
maalioppiminen on tahatonta (Heikkinen, Kiilakoski, Huttunen, Kaukko & Kemmis, 
2018). 
Kuva 2. Käsitteellisen tiedon kehittymismekanismeja 
K¨ aasitteellinen tieto on tietorakennelma, joka muodostuu toisiinsa linkittyneist¨ 
tietoyksiköistä. Käsitteellinen tieto kehittyy niin, että jo olemassa olevien tietoyk-
sik¨ alille syntyy uusi linkki (Kuva 2a). Aikaisemmin erillisilt¨ aytt¨ asit-oiden v¨ a n¨ avien k¨ 
teiden valill¨ ä huomataankin olevan yhteys ja tapahtuu oivaltaminen. Käsitteellinen 
tieto voi kehittyä myös niin, että jo olemassa olevaan tietorakennelmaan lisätään uusi, 
juuri opittu tietoyksikkö (Kuva 2b). Piaget puhuu tiedon sulauttamisesta olemassa 
olevaan tietorakenteeseen, jolloin uudesta tiedosta tulee osa tietorakennetta. Tieto-
rakenne voi kehittyä myos¨ väar¨ an¨ tiedon tai linkin poistamisen kautta (Kuva 2c). 
(Hiebert & Lefevre, 1986, 3–4.) Oppilas saattaa esimerkiksi hallita hyvin laskupro-
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seduurit erikseen desimaaliluvuilla ja murtoluvuilla, mutta oppilas ei osaa yhdistää 
näitä kahta taitoa. Käsitteitä yhdistävä linkki puuttuu. Laskutehtäv¨ 10 3 + a , 2 saattaa 
olla oppilaalle aluksi mahdoton, kunnes oppilas ymmärtää murtolukujen ja desimaa-
lilukujen välisen yhteyden, jolloin hän pystyy laskemaan annetun tehtävän. 
Haapasalon (1994) mukaan k¨ a vaihees-asitteen muodostuminen koostuu viidest¨
ta: orientaatio, mä ̈  a, tunnistaminen, tuottaminen ja vahvistaminen. Orientaa-aritelm¨ 
tiovaiheessa tutustutaan käsitteen aihepiiriin. Määritelmävaiheessa oppilas yrittää ra-
kentaa mieleensä käsitteen oleelliset tunnusmerkit. Tunnistamisvaiheessa oppilaille 
tulee luoda mahdollisuuksia tunnistaa käsitteen ominaisuuksia eri muodoissa: sa-
nallisessa, symbolisessa ja graafsessa muodossa. Sekä orientaatio ett¨ a¨ ana m¨aritelm¨ 
muodostaminen vaativat oppilaalta luovaa ajattelua ja tuottavaa työskentelyä. Haa-
pasalon mukaan erityisesti tunnistamisvaihe on keskeisessä roolissa käsitteen muo-
dostumiselle. Käsitteen muodostamisessa havaittiin ongelmia, jos tunnistamisvaihe 
sivuutettiin tai se oli siirretty tuottamisvaiheen jalkeen.¨ Tall¨ öin oppilaiden tulokset 
olivat merkittävästi heikommat ja heidän suhtautumisensa oppimiseen negatiivisem-
pi kuin oppilailla, jotka olivat käyneet läpi tunnistusvaiheen tutkijoiden mielestä oi-
keassa kohdassa. Mielenkiintoinen havainto oli se, että tuottamisvaiheen ohittaminen 
ei aiheuttanut tilastollisesti merkitsevää eroa oppilaiden suoriutumisessa. 
Proseduraalisen tiedon voidaan ajatella koostuvan kahdesta osasta. Ensimmäinen 
osa koostuu matematiikan kielestä: symboleista ja syntaksista eli kuinka matemaat-
tista tekstiä on tapana kirjoittaa. Oppilas tunnistaa esimerkiksi, että symboli 1 2 tar-
koittaa puolta jostakin ja että laskutehtav¨ ä 2 + = 6 on syntaksin mukainen, kun 
taas tehtav¨ ä 28+ = 50 ei ole syntaksin mukainen. Toisen osan muodostavat eri-
laiset sä ̈  ot ja laskualgoritmit, eli kuinka matemaattisilla merkeill¨ ann¨ a operoidaan. 
Oleellista proseduraalisessa tiedossa on se, että operaatioilla on oma järjestyksensä, 
jossa eri vaiheita suoritetaan. (Hiebert & Lefevre, 1986, 6.) (Kuva 3). 
Kuva 3. Proseduuri tapahtuu tietyssä j ¨ a.arjestyksess¨ 
Suurin ero käsitteellisen ja proseduraalisen tiedon välillä on se, että proseduraa-
lisen tiedon kautta saatu ’tieto’ saadaan prosessin lopputuotteena. K¨ aasitteellisess¨ 
tiedossa ’tieto’ kytkeytyy ja nivoutuu moniin muihin tietoyksik¨ aoihin ilman erityist¨ 
järjestystä. (Hiebert & Lefevre, 1986, 6–8.) Opetussuunnitelmissa korostuu kuiten-
kin proseduurien hallinta ja tämä saattaa olla syynä heikolle käsitteelliselle hallin-
nalle (Behr, Lesh, Post & Silver, 1983). Molempia tiedon muotoja tarvitaan. Ballin 
(1990a, 1990b) tutkimusten mukaan monet tulevat opettajat hallitsevat virheett¨ astiom¨ 
proseduurit, mutta he eivät osaa sanoa, onko vastauksen suuruusluokka järkevä, tai 
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selittä¨ a opittu proseduuri merkitsee. Murtolukujen v¨ astäa, mit¨ alinen jakolasku on t¨ 
hyvä esimerkki. Ei riitä, että opettaja itse osaa suorittaa laskutoimituksen virheettö-
mästi, hänen tulisi lisäksi pystyä perustelemaan proseduurin eri vaiheet ja sen, mitä 
laskussa tapahtuu. Voidaan siis sanoa, että hallitakseen ja ymmärtääkseen matema-
tiikkaa, oppilaan tulee hallita sekä k¨ a proseduurit (Hallett, Nunes, Bryant asitteet ett¨
& Thorpe, 2012). 
Haapasalon ja Kadijevichin (2000) mukaan se, onko tieto proseduraalista vai-
ko k¨ a, on jo sin¨ a t¨ ost¨ a ja kontekstista riippuvaa. asitteellist¨ ans¨ aysin yksil¨ a, aihepiirist¨
Proseduraalinen tieto hyödyntää automatisoituneita, tiedostamattomia vaiheita, kun 
taas käsitteellinen tieto vaatii tietoista ajattelua. Oppilas saattaa esimerkiksi yhdistää 
kaksi laskusä¨ o¨ art¨ att¨ant¨a ja saada oikean vastauksen kuitenkaan ymm¨ am¨ a, miksi las-
kusä¨ ot toimivat. (Haapasalo & Kadijevich, 2000.) Esimerkiksi murtolukujen ja-ann¨ 
kolaskutehtävissä oppilaat tuottavat seuraavia tarpeettoman pitkiä ratkaisuja: 
2) 1 1 = 2 1 = 2 · 4 = 8 = 2.: :2 44 4144 
Ratkaisija on erinimiset murtoluvut nahdess¨ äan¨ laventanut ne ensin samannimisiksi, 
mik¨ aysin oikea proseduuri erinimisten murtolukujen yhteen- ja v¨a on t¨ ahennyslaskus-
sa. Murtolukujen jakolaskussa laventaminen samannimisiksi on kuitenkin täysin tur-
ha vaihe. Käsitteelliseen tietoonsa nojautuen laskija voisi miettiä, kuinka monta ker-
taa neljäsosa sisältyy puolikkaaseen ja siten päätyä suoraan vastaukseen ’kaksi’ käyt-
tam¨ att¨ ä jakolaskuproseduuria. Matematiikan oppikirjoissa murtoluvun jakolasku ope-
tetaan usein uutena asiana, eik¨ a linkitet¨a sit¨ a aiemmin opittuun luonnollisten lukujen 
jakolaskuun. Ei siis ole ihme, että murtolukujen jakolasku jää ulkoaopittujen pro-
seduurien varaan ja monesti ymmärtämättä (Ball, 1990b). Useimmat aikuisistakaan 
eivat osaa selitt¨ ä¨ alisess¨a miksi murtolukujen v¨ a jakolaskussa jakamisen sijaan kerro-
taankin jakajan käänteisluvulla (Cramer & Wyberg, 2009). 
Jon R. Starin (2005) mukaan tutkijat ovat viimeisen kymmenen vuoden aika-
na keskittyneet lahinn¨ ä k¨ att¨asitteellisen tiedon tutkimiseen ja j¨ aneet proseduraalisen 
tiedon tutkimisen vähemmälle. Tarkasteltaessa kahtatoista interventiotutkimusta, jot-
ka on julkaistu vuosina 2012–2017, tutkimuksista kahdeksan keskittyi käsitteellisen 
tiedon oppimiseen (Roesslein & Codding, 2019). Ehkä proseduurien hallintaa ei ole 
pidetty enää tarpeellisena, koska teknologia pystyy tekemäan¨ paljon puolestamme. 
Esimerkiksi laskin muuntaa annetun murtoluvun desimaaliluvuksi vain yhdellä na-
pin painalluksella. Starin (2005) mukaan proseduraalinen tieto tulisi määritellä uu-
delleen. Hiebertin ja Lefevren (1986) antama määritelmä proseduraaliselle tiedolle 
ei huomioi sita,¨ onko proseduraalinen tieto ulkoaopittua ja pinnallista vai pitäak¨ ö 
se sisall¨ ¨an kytk¨ a muihin tietoyksik¨ oksi¨ odynt¨a¨ oksi¨ oihin. Kytk¨ a hy¨ aen laskija pystyi-
si navigoimaan mielessään ja miettimään, mikä lähestymistapa ja menetelmä sopisi 
kulloiseenkin tilanteeseen parhaiten. Star jakaa matemaattisen tiedon nelikenttään, 
jossa ensimm¨ asitteellinen) ja ainen ulottuvuus on tiedon tyyppi (proseduraalinen, k¨ 
toinen ulottuvuus on tiedon laatu (pinnallinen, syvallinen). K¨ asitteellinen tieto sis¨ alt¨ ää 
kytköksiä tietoyksiköiden välillä, joten se katsotaan syvälliseksi tiedoksi. Oppilaiden 
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hy¨ am¨odynt¨ a prosenduraalinen tieto on taas usein pinnallista. Oppilas toistaa mekaa-
nisesti ulkoa oppimansa proseduurin ja ratkaisee tehtävän standardimenetelmällä, 
pystymättä ehkä hyödyntämään aiemmin oppimaansa tässä uudessa tilanteessa. Mitä 
olisi siis proseduraalinen ja syvällinen tieto? Tällainen tieto olisi joustavaa, se mah-
dollistaisi ymmärryksen syntymisen ja omien ratkaisujen kriittisen tarkastelun. Op-
pilas pystyisi luovimaan ja hyodynt¨ am¨ äan¨ eri ratkaisumenetelmiä tuottaakseen rat-
kaisun, joka sopii parhaiten annettuun tilanteeseen. Tutkijoiden tulisikin kiinnittää 
huomiota siihen, miten oppilas ratkaisee tehtävän eikä siihen, onko tehtävä osattu 
vaiko ei. Tehtav¨ an¨ ratkaisutapaan vaikuttavat tehtav¨ an¨ luonne, ratkaisijan prosedu-
raalinen tieto ja ratkaisijan tavoitteet. Tavoitteena voi olla saada ratkaisu mahdol-
lisimman nopeasti, muutamalla välivaiheella, välttäen murtolukuja jne. Syvällinen 
proseduraalinen tieto tulisi olla oppimisen tavoitteena. Star toivookin lisää tutkimuk-
sia menetelmist¨ allisen proseduraalisen tiedon kehittymist¨a, jotka tukisivat syv¨ a. 
3.2 Miss¨ arjestyksess¨ asit-a j ¨ a proseduraalinen tieto ja k¨ 
teellinen tieto kehittyvät? 
Er¨ asitteellisen tiedon, joka tu-aiden tutkimusten mukaan osa lapsista hallitsee ensin k¨ 
kee proseduraalisen tiedon omaksumista (Ni & Zhou, 2005; Jordan, Hansen, Fuchs, 
Siegler, Gersten ja Micklos, 2013), vastaavasti osa lapsista oppii päinvastaisessa 
järjestyksessä (Hiebert & Warne, 1996). On myös ehdotettu, että molemmat tieto-
muodot kehittyisivät vuorotellen toisiaan tukien (Rittle-Johnson, Siegler & Alibali, 
2001; Schneider & Stern, 2010; Gabriel ym., 2013). Jotta saadaan aikaiseksi teho-
kasta oppimista, on t¨ a¨ asitteet, jotka tulisi arke¨a analysoida tarkasti ne proseduurit ja k¨ 
oppia. Oppilaille tulee tarjota ohjeita ja esimerkkejä, jotka auttavat heitä oppimaan ja 
ymmärtämään tarvittavat osataidot. Opettajan tulee ennakoida oppimisprosessin tyy-
pillisimmat¨ virhek¨ a¨ atasitykset ja valmistaa materiaalia, jonka avulla oppilaat p¨asev¨ 
virhekasityksist¨ äan¨ eroon. (Siegler, 2003.) 
Käsitteellinen tieto mahdollistaa uusien proseduurien keksimisen tai aiemmin 
opittujen proseduurien muokkaamisen eli mahdollistaa järkevien ratkaisuproseduu-
rien kehittelemisen. Hiebertin ja Wearnen (1996) tutkimuksessa oppilaat, jotka eivat¨ 
omanneet riittävästi käsitteellistä tietoa, tekivät enemmän virheitä jo opittujen prose-
duurien kanssa kuin oppilaat, joilla oli riittävästi käsitteellistä tietoa. Käsitteellisellä 
tiedolla näyttäisikin olevan suurempi vaikutus proseduraaliseen tietoon kuin toisin 
p¨ asitteellisell¨ain. K¨ a tiedolla on laaja-alaisempia vaikutuksia uuden oppimiseen kuin 
proseduraalisella tiedolla, joka saattaa rajoittua vain tiettyyn laskutapaan liittyväan¨ 
tietoon. (Ni & Zhou, 2005; Rittle-Johnson ym., 2001; Fuchs, Schumacher, Long, 
Namkung, Hamlett, Cirino, Jordan, Siegler, Gersten & Changas, 2013.) Toisaalta 
proseduurin hallinta saattaa motivoida oppilasta yritt¨ a¨ artää proseduurinam¨an ymm¨ 
takana oleva matemaattinen idea. Siksi ajatellaankin, että molemmat tietomuodot 
kehittyisivät rinnakkain, toisiaan tukien. (Rittle-Johnson ym., 2001.) 
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Jordan, Hansen, Fuchs, Siegler, Gersten ja Micklos (2013) tutkivat, mitkä ma-
temaattiset taidot ennustavat tulevaa murtolukujen käsitteellistä ja proseduraalista 
hallintaa. Tutkittavat olivat 3.-luokkalaisia ja kyseessä oli noin vuoden kestävä pit-
kittäistutkimus. Tutkimuksessa tutkittiiin keskittymiskyvyn, kielellisen taidon, päätte-
lykyvyn, lukusuora-arvioinnin, laskemisen ja lukemisen sujuvuuden ja työmuistin 
merkitystä my¨ alle murtolukujen hallinnalle. Murtolukujen k¨ a hal-ohemm¨ asitteellist¨
lintaa testattiin muun muassa tehtävillä, joissa oppilaan tuli värittää kuvioista an-
netun murtoluvun verran. Vastauslomake sisälsi monivalintavastauksia, lyhyitä vas-
tauksia, v¨ avi¨aritysteht¨ a ja luvun sijoittamista lukusuoralle. Erityisesti oppilaiden ky-
ky sijoittaa luonnollisia lukuja lukusuoralle naytti¨ ennustavan kykyä sijoittaa myos¨ 
murtolukuja lukusuoralle. Toisaalta murtolukujen taustalla oleva osa kokonaisesta -
ajattelu auttaa sijoittamaan esimerkiksi luvun 754 lukuvälille 0–1000. Murtolukujen 
suuruuden ymm¨ aminen ja taito murtolukujen sijoittamiseen lukusuoralle antavat art¨ 
vankan pohjan murtolukujen proseduurien ymm¨ amiselle. Murtolukujen proseduu-art¨ 
rien hallintaan näyttivät vaikuttavan eniten lukusuoralla arvionti, keskittymiskyky, 
työmuisti ja laskutaito. (Jordan ym., 2013.) 
Proseduraalisen ja k¨ alinen suhde on monisyinen. Hallett, asitteellisen tiedon v¨ 
Nunes ja Bryant (2010) selittivät tutkimuksissa saatuja ristiriitaisia tuloksia oppilai-
den yksilöllisillä tavoilla yhdistellä käsitteellistä ja proseduraalista tietoa. Tutkimuk-
sessaan he tutkivat 4.- ja 5.-luokkalaisten oppilaiden murtolukutehtävissä käyttämiä 
ratkaisutapoja. Jos olisi olemassa jokin optimaalinen järjestys käsitteellisen tiedon 
ja proseduraalisen tiedon omaksumisen v¨ a, niin silloin t¨ a j¨ a esiintyi-alill¨ at¨ arjestyst¨
si enemman¨ kuin p¨ arjestyst¨ainvastaista j¨ a. Oppilaille annettiin murtolukuihin liitty-
viä tehtäviä 40 kappaletta. Osa tehtävistä luokiteltiin proseduraalista tietoa vaativiksi 
ja osa käsitteellistä tietoa vaativiksi. Käsitteelliseksi tehtäväksi luokiteltiin esimer-
kiksi annettujen murtolukujen j¨ aminen suuruusj¨arjest¨ arjestykseen. Proseduraalisek-
si tulkittiin esimerkiksi tehtav¨ ¨ oj¨a, jossa pitsa tuli jakaa tasan viiden sy¨ an kesken ja 
oppilaan tehtävänä oli kirjoittaa kunkin syöjän saamaa määrää vastaava murtoluku. 
Oppilaat luokiteltiin sen mukaan, hallitsivatko he käsitteellistä ja vastavaasti prose-
duraalista tietoa yli tai alle keskiarvon. Tutkimuksessa tunnistettiin jopa viisi eri-
laista oppimisluokkaa. Tutkimus osoitti, että oppilaat hy¨ av¨odynt¨ at erilaisia paino-
tuksia proseduraalisen tiedon ja käsitteellisen tiedon välillä, ja tämä olisi hyvä ottaa 
huomioon myös opetuksessa. (Hallett ym., 2010.) Tutkittaessa myöhemmin 6. ja 8. 
luokan oppilaita, päädyttiin samantapaiseen tulokseen. Kuudennen luokan oppilaat 
voitiin jakaa neljä¨ a¨ asitteellisesti painottunut, proseduraalisesti an oppimisryhm¨an: k¨ 
painottunut, yht¨ a heikko molemmissa. Kahdeksasluokka-a vahva molemmissa tai yht¨
laiset saatiin jaettua vain kahteen luokkaan: niihin, jotka vastauksissaan tukeutuivat 
enemmän käsitteelliseen tietoon ja niihin, jotka tukeutuivat enemmän proseduraali-
seen tietoon. Kiinnittam¨ all¨ ¨ ollisiin painotuseroihin k¨a huomiota yksil¨ asitteellisen ja 
proseduraalisen tiedon mä¨ an v¨ a opettaja voisi paremmin ymm¨ a¨ar¨ alill¨ art¨a sen, miten 
matematiikka rakentuu oppijan mielessä. (Hallett ym., 2012.) 
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Gabriel ym. (2013) osoittivat tutkimuksessaan, että belgialaisten 4.–6.-luokka-
laisten oppilaiden murtolukuihin liittyvä proseduraalinen tieto ja käsitteellinen tieto 
vaikuttivat olevan toisistaan irrallaan. Tutkimuksen oppilaat hallitsivat hyvin murto-
luvun osana kokonaisesta, kun taas murtoluvun ymmärtäminen lukuna ja murtolu-
11 ja 3 4kujen väliset laskutoimitukset tuottivat vaikeuksia. Tuttujen murtolukujen ,2 4 
kanssa tehtav¨ ät sujuivat paremmin jokaisella osa-alueella. Tutkijoiden mukaan oppi-
laat hyötyisivät siitä, että erilaisia murtolukuja esiteltäisiin laajemmin, sillä sekalu-
vut tuottivat oppilaille vaikeuksia. Kertolaskussa tulokset olivat tutkijoiden mielestä 
yllatt¨ äen huonommat kerrottaessa murtolukua luonnollisella luvulla kuin kerrottaes-
sa kahta murtolukua keskenään. 
Edellisessä tutkimuksessa ihmeteltiin oppilaiden parempaa tulosta murtolukujen 
välisessä kertolaskussa kuin luonnollisella luvulla kerrottaessa. Aikaisempi tutkimus 
on kuitenkin osoittanut, että murtolukujen välinen kertolasku opitaan helposti (Car-
penter, 1986). Vuosikymmenien ajan on raportoitu oppilaiden virheellisestä tavas-
ta laskea erinimisten murtolukujen yhteenlaskussa osoittajien summa ja nimittäjien 
summa, ja vastaavasti vähennyslaskussa osoittajien erotus ja nimittäjien erotus (Car-
penter, 1986). Tam¨ an¨ täytyy olla jotenkin intuitiivinen tapa toimia. Murtolukujen 
v¨ a kertolaskussa laskuproseduuri, jossa osoittajat kerrotaan kesken¨an ja ni-alisess¨ a¨ 
mittäjät kerrotaan keskenään, tuottaa oikean vastauksen, kun taas kerrottaessa mur-
tolukua luonnollisella luvulla oppilaan täytyy muistaa kumpi kerrotaan, osoittaja vai-
ko nimittaj¨ ¨ arrys kertolaskun ja yhteenlaskun v¨ a yh-a. Jos oppilaalla on ymm¨ alisest¨
11 + 1 2 +
31teydesta:¨ 3 · , ei luonnollisella luvulla kertomisessa ole mitäan¨= = 22 22 
muistettavaa. Edellä esitetyn Gabrielin ym. (2013) tutkimuksen raportoima tulos hei-
kommasta suorituksesta kerrottaessa murtolukua luonnollisella luvulla kuin toisella 
murtoluvulla ilmaisee mielestäni sen, että oppilaat eivät luo linkkiä aiemmin oppi-
mansa kertolaskun ja murtoluvun tulon v¨ alisess¨alille. Murtolukujen v¨ a tulossa op-
pilaat k¨ av¨ aiseksi mieleens¨ a¨ o¨ aaytt¨ at edelleen ensimm¨ a tulevaa laskus¨ant¨a, joka siin¨ 
kohdin osoittautuukin oikeaksi. 
3.3 Faktuaalinen tieto 
Hechtin (1998) tutkimuksessa proseduraalisen ja käsitteellisen tiedon lisäksi tutkit-
tiin faktuaalisen tiedon vaikutusta murtolukujen hallintaan. Faktuaalinen tieto tar-
koittaa esimerkiksi yksinumeroisten luonnollisten lukujen laskutoimitusten, kuten 
2 + 5 ja 4 · 2, niin varmaa suorittamista, että niitä voidaan pitää jo automatisoitunei-
na. Ne ovat oppilaalle faktoja. Oppilaan faktuaalisen tiedon arvo määritettiin mittaa-
malla yksinkertaisten yhteen- ja kertolaskujen suorittamisaika. Tutkimuksessa tutkit-
tiin oppilaiden yksilöllisiä eroja murtolukujen hallinnassa ja sitä, miten nämä kolme 
tiedon muotoa vaikuttavat oppilaiden murtolukujen hallintaan. Proseduraalinen tie-
to ja k¨ a¨ at eroja oppilaiden v¨ a murtolukujenasitteellinen tieto yksin¨ankin selittiv¨ alill¨
laskutaidossa ja sanallisten tehtävien tarkkuudessa. Käsitteellinen tieto selitti eroja 
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murtolukujen suuruuden arvioinnissa, sitä vastoin faktuaalisella tiedolla ei n¨ anytaytt¨ 
olevan tutkimuksen mukaan vaikutusta murtolukujen hallintaan. 
Gearyn (2004) mallissa huomioidaan proseduraalisen ja käsitteellisen tiedon lisäksi 
oppimisen taidot. Matematiikan oppiminen koostuu hänen mukaansa kahdesta osate-
kijast¨ a. Ensiksikin oppilaalla t¨ ¨ av¨ asitteellistäaytyy olla riitt¨ asti proseduraalista tietoa ja k¨ 
tietoa ja toiseksi oppilaan tulee hallita peruslaskutaidot luonnollisilla luvuilla sekä 
omata yleisiä oppimista tukevia ominaisuuksia kuten riittävän keskittymiskyvyn ja 
työmuistin. 
3.4 Informaalin tiedon merkitys murtolukujen oppimi-
sessa 
Kouluopetuksessa saadun formaalin tiedon lis¨ am¨ aaksi oppilailla on paljon arkiel¨ ass¨ 
opittua, informaalia tietoa, murtoluvuista ja niiden ominaisuuksista. Informaalit käsi-
tykset syntyvät usein arjen tilanteissa, siksi niitä osataan myös hyödyntää vastaavis-
sa tilanteissa. Symbolimuodossa esitetty tehtav¨ ¨ asityksi¨a ei kuitenkaan aktivoi arkik¨ a 
ja informaalia tietoa, vaan symbolimuodossa esitetty tehtav¨ ä pyritäan¨ ratkaisemaan 
symboleja ja proseduureja käyttäen. Virheellinen, ulkoa opittu proseduuri ohittaa 
usein informaalin käsityksen antaman oikean vastauksen. Ulkoa opitut proseduurit 
saattavat jopa estää käsitteen rakentumisen aikaisemmalle tiedolle. Oppilaat tukeu-
tuvat herkasti ulkoa¨ muistettuun proseduuriin tietam¨ att¨ ä onko se oikea vaiko väar¨ a.¨ 
Oppilaiden tulisikin rohkeammin tukeutua informaaliin tietoonsa ja sit¨ oyt¨aa kautta l¨ a¨ 
oikea proseduuri. (Mack, 1990.) 
Mackin (1995) tutkimuksessa kolmasluokkainen oppilas antoi suullisesti esitet-
tyyn kysymykseen oikean vastauksen ’kaksi kahdeksasosaa’ tilanteesta, jossa oli 
aluksi yksi kahdeksasosan kokoinen pitsan pala ja siihen lisättiin toinen samanko-
koinen pala. Oppilas kirjoitti kuitenkin laskun symbolimuodossa niin, että tuloksek-
si tuli kaksi kuudestoistaosaa. Hän kommentoi, että oli aluksi laskenut väärin, koska 
ensimmäisessä pitsassa on kahdeksan osaa ja toisessa oli myös kahdeksan osaa, joten 
han¨ p¨atteli osia olevan yhteens¨ asitys otetaan huo-a¨ a kuusitoista. Kun informaali k¨ 
mioon opetuksessa, se voi antaa pohjan formaalin käsityksen oppimiselle. Esimer-
kiksi jakaminen yhtä suuriin osiin luo pohjaa murtolukukäsitteen ymmärtämiselle. 
(Mack, 1995.) 
Mack (1990) selvensi tutkimuksessaan 6.-luokkalaisten oppilaiden informaalin 
k¨ asitteen kehittymiselle. Oppilaat olivat keskitason asityksen vaikutusta murtolukuk¨ 
oppilaita, joilla oli heidan¨ opettajansa mukaan puutteellinen käsitys murtoluvuista. 
Tutkimus toteutettiin vasta, kun formaali murtolukuopetus oli jo aloitettu. Edellisenä 
kouluvuotena oli jo käsitelty keskenään yhtä suuret murtoluvut, muuntaminen seka-
luvusta murtoluvuksi ja p¨ a murtolukujen yhteen- ja v¨ainvastoin, sek¨ ahennyslasku sa-
mannimisill¨ a murtoluvuilla. Oppilaiden informaali k¨a ja erinimisill¨ asitys jaettiin op-
pilaiden ratkaisujen perusteella viiteen ryhmään: a) Kokonaisen hahmottaminen vir-
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Kuva 4. Oppilas tulkitsee kokonaiseksi kaikki n¨ a olevat palat (Laskutaito 5, 7) akyviss¨ 
heellisesti; kokonaiseksi laskettiin kaikki näkyvissä olevat osat. Tämä näkyy esimer-
kiksi kuvassa (Kuva 4), jossa sekaluku 31 4 on virheellisen tulkinnan mukaan sama 
kuin 13 asitys oli irrallaan murtolukumerkinn¨ a, laskuproseduu-16 . b) Informaali k¨ ast¨ 
reista ja konkreeteista malleista; oppilaat osasivat virheett¨ asti ratkaista teht¨ a,om¨ avi¨ 
jotka olivat arjesta tuttuja, mutta oppilaat laskivat virheellisesti vastaavan symboli-
muodossa esitetyn laskun. c) Oppilaat pystyivät päättelemään ratkaisuja informaalin 
murtolukukasityksen avulla silloin, kun annetun teht¨ av¨ än tilanne oli oppilaalle arjes-
ta tuttu: 4 − 7 8 , esimerkiksi meillä on nelj¨ a, joista yhdest¨ odäan¨a keksi¨ a sy¨
7 
8 . d) Op-
pilaat kohtasivat vaikeuksia yrittäessään käyttää ulkoa opittuja proseduureja arjen ti-
lanteissa, jotka oli esitetty symbolimuodossa. Ulkoa opitut proseduurit estivät usein 
oppilasta hyodynt¨ am¨ ¨ a aiemmin oppimaansa ja oppilas luotti enemm¨ast¨ an virheel-
lisesti laskemalla saamaansa vastaukseen kuin intuitiivisesti pohtimaansa vastauk-
seen. e) Siirtovaikutus eli opitun hyödyntäminen uudessa tilanteessa oli rajoittunut-
ta jopa sellaisilla oppilailla, jotka muissa tilanteissa pystyivät hyödyntämään infor-
maalia tietoaan. Oppilaille annettiin esimerkiksi arjesta tuttu tehtävä, jonka he saivat 
ratkaista omin sanoin hyodynt¨ aen¨ konkreettisia malleja. T¨ an j¨am¨ alkeen oppilaiden 
tuli ratkaista tehtav¨ ä kynall¨ ä ja paperilla matematiikan symboleja hyodynt¨ äen. Jos 
oppilaat tuottivat vääriä proseduureja, heille annettiin uudelleen arjesta tuttu tilan-
ne ja konkreettiset välineet, joiden avulla mallintaa ratkaisu. Yli puolelle oppilaista 
tuotti silti vaikeuksia luopua virheellisestä proseduurista. Oppilaiden arjessa hankki-
ma k¨ oksiss¨ an ja konkreettisten asitys murtoluvuista ei ollut kytk¨ a murtolukumerkinn¨ 
mallien kanssa. (Mack, 1990.) 
Edellä kuvattu ilmiö havaittiin myös yliopiston valintakokeessa. Turun yliopis-
ton luokanopettajakoulutusvalintojen matemaattisluonnontieteellisen ajattelun tes-
tissä (2013) oli annettu murtolukuihin liiittyv¨ av¨a teht¨ a ensin symbolimuodossa 3 : 1 4 
ja toisella paperilla sanallisessa muodossa: Buffetissa on myynnissä pitsaa. Ympyrän 
muotoiset pitsat on leikattu neljäsosan kokoisiksi paloiksi. Kuinka monelle ostajalle 
riittää kolmesta pitsasta, jos jokainen ostaja ostaa vain yhden palan?. Hakijat eivät 
pä¨ av¨an testin aikana. Hakijoista asseet palaamaan symbolimuodossa esitettyyn teht¨ a¨ 
vain noin puolet osasi ratkaista symbolimuodossa annetun laskutehtav¨ än, kun taas 
sanallisen tehtävän sai oikein noin 98 % hakijoista. (Tuominen, 2014.) 
Myös murtolukujen jakolasku hallitaan heikosti luokanopettajakoulutukseen ha-
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kevien joukossa. Tossavainen, Häkkinen, Halmetoja, Hollanti ja Merikoski (2010) 
testasivat luokanopettajankoulutukseen hakevien peruslaskutaitoa testillä, jossa tehtä-
vän 2 5 ratkaisi oikein noin 15 prosenttia hakijoista (N = 129). Murtolukujen :3 6 
välinen jakolasku opitaan koulussa ehkäpä mekaanisena operaationa ilman yhteyttä 
informaaliseen tietoon, jolloin oppilailla ei ole myosk¨ äan¨ mahdollisuutta tukeutua 
siihen tehtav¨ ää ratkaistessaan. 
Zakaria ja Zaini (2009) tutkivat opetusharjoittelijoiden (N = 105) murtolukujen 
k¨ a ja proseduraalista hallintaa. Tulevat opettajat hallitsivat hyvin joukko-asitteellist¨
mallin, pinta-alamallin ja suhteen. He pystyivat¨ p¨attelem¨an ja piirt¨ a¨a¨ a¨ am¨an yhden 
kokonaisen, kun murtoluku oli annettu, ja ratkaisemaan sanallisia tehtäviä. Opetus-
harjoittelijoiden vastaukset keskittyivät laskuproseduureihin. Opiskelijat tukeutuivat 
kuitenkin ulkoaopittuihin laskusä¨ oihin ja vinkkeihin, eiv¨ a he osanneet selittääant¨ atk¨
tai perustella vastaustaan. Esimerkiksi murtolukujen jakolaskussa k¨ a¨ aaytettiin k¨ann¨ 
ja kerro -sääntöä, jolloin osa opiskelijoista virheellisesti käänsi jaettavan. Opiske-
lijoilla oli myös haasteita piirtää keskenään samaa tarkoittavat murtoluvut kuvina, 
mikä paljasti sen, ettei opiskelijoilla ollut käsitystä siitä, että alueiden tulisi olla kes-
kenäan¨ yhtä suuret kuten esimerkiksi 2 3 ja
4 
6 . 
3.5 Pohdintaa murtolukujen proseduraalisen, käsitteelli-
sen, faktuaalisen ja informaalin tiedon roolista op-
pimisessa 
Osa tutkijoista on sen kannalla, että proseduraalinen tieto tukee käsitteellisen tie-
don kehittymista,¨ toiset korostavat k¨ a, osaasitteellisen tiedon ensisijaista merkityst¨ 
taas näkee näiden kahden kehittyvän rinta rinnan toisiaan tukien. Molempia tieto-
muotoja tarvitaan. Vaikka oppilas hallitsisi oikeat proseduurit, se ei takaa vielä, että 
han¨ on ymm¨ anyt asian. Jos oppilas hallitsee vain proseduraalista tietoa, on se ko-art¨ 
vin tehtav¨ ¨ a tieto ole helposti siirrett¨ a esimerkiksi sanallisiinasidonnaista, eik¨ aviss¨
tehtäviin. Käsitteellisen tiedon hallitseminen puolestaan mahdollistaa jopa tarvitta-
vien proseduurien päättelemisen. Oppilas pystyy hylkäämään väärän proseduurin, 
jos sen tuottama vastaus ei ole j¨ an kokoinen, ja l¨ amäan¨ sellaisen prose-arkev¨ oyt¨ 
duurin, joka tuottaa oikean kokoisen vastauksen. (Siegler, Thompson & Schneider, 
2011.) Proseduurien sujuva hallinta on kuin kertotaulujen ulkoa osaaminen, se no-
peuttaa laskemista ja vapauttaa työmuistia vaativampiin tehtäviin kuten esimerkik-
si ratkaisumenetelmän pohtimiseen ongelmanratkaisutehtävissä. Proseduraalisen tie-
don ja k¨ aksi tarvitaan kuitenkin Gearyn (2004) mallin mukai-asitteellisen tiedon lis¨ 
sesti riittav¨ at¨ peruslaskutaidot luonnollisilla luvuilla ja riittav¨ at¨ kognitiiviset taidot. 
Lisäksi oppilaalla tulee olla faktuaalista tietoa, joka osaltaan vapauttaa työmuistia 
vaativampien laskujen pohdintaan. 
My¨ aisi saada paremmin aktivoitua ja hy¨os oppilaiden informaalitieto pit¨ odynnet-
tyä oppimistapahtumassa, jolloin uusi asia uusine piirteineen osattaisiin paremmin 
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linkittä¨ alt¨on. Opettajankoulutuksessa tulisi kiin-a jo aiemmin arjessa opittuun sis¨ o¨ 
nittää myös enemmän huomiota tulevien opettajien käsitteellisen tiedon hallintaan. 
Joutsenlahti ja Perkkilä (2019) ehdottavatkin, että opettajankoulutuksessa hyödynnet-
täisiin pedagogiseen sisältötietoon perustuvia matematiikan oppimismateriaaleja, joil-
la vahvistettaisiin opiskelijoiden matematiikan aineenhallintaa ja erityisesti käsitteel-
listä tietoa. Koulutuksessa mietitt¨ a j¨ a matematiikanaisiin, miten ja miss¨ arjestyksess¨
käsitteitä opetettaisiin oppilaille. Tavoitteena on saada aikaan pitkäkestoista kestav¨ ää 
oppimista, joka luo pohjan myöhemmälle matematiikan oppimiselle. 
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4 Matemaattinen osaaminen 
Yhdysvalloissa National Research Council (NRC) nimitti vuosituhannen vaihteessa 
komitean pohtimaan keinoja, joilla matematiikan oppimisen tasoa saataisiin nostet-
tua. Komitean raportissa Adding It Up (NRC 2001, 115–117) matemaattinen osaami-
nen katsottiin koostuvan viidestä osatekijästä, joita ovat a) käsitteellinen ymmärrys 
matemaattisista operaatioista ja niiden v¨ a suhteista, b) proseduraalinen suju-alisist¨
vuus eli oppilas hallitsee laskuproseduurit virheett¨ asti, tehokkaasti ja siirtyy esi-om¨ 
tysmuodosta toiseen joustavasti, c) strateginen kyvykkyys eli oppilaalla on taito muo-
dostaa, esittää ja ratkoa matemaattisia ongelmia, d) mukautuva päättelykyky, oppi-
las pystyy loogiseen päättelyyn ja kykenee arvioimaan matemaattisten argumenttien 
paikkaansapitavyytt¨ a, ja e) taipumus n¨ ¨ a matematiikka yleisesti ja itselle hy¨ahd¨ odylli-
senä asiana opiskella, yhdistettynä luottamukseen omasta matematiikan osaamisesta. 
(Kilpatrick, 2001.) 
4.1 Matemaattisen ymmärryksen kehittymisen malli 
Matemaattisen ymmärryksen kehittymisessä on erilaisia vaiheita lähtien liikkeelle 
konkreettisesta toimimisesta aina uuden matemaattisen tiedon luomiseen asti. Pirie 
ja Kieren (1989) ovat luoneet mallin, jolla he kuvaavat matemaattisen ymmärryksen 
kehittymista.¨ Malli koostuu kahdeksasta sis¨ aisest¨ ast¨akk¨ a keh¨ a (kuva 5). 
Ensimmäisellä tasolla Doing oppija toimii hyödyntäen konkreettisia välineitä, 
kuvia, kuvaajia ja symboleja. Seuraavalla tasolla Image Making oppija osaa kuva-
ta toimintaansa piirroksin, kuvaten esimerkiksi valineill¨ ä tehtav¨ ää toimintaa. Image 
Having -tasolla kuva voi olla jo oppijan mielessä oleva kuva, eikä sen tarvitse enää 
liittyä suoraan toimintaan. Kun oppija pystyy tekemään havaintoja ja näkemään yh-
teyksiä esimerkiksi suorien yhtälöiden ja kuvaajien välillä, ollaan tasolla Property 
Noticing ja kun sen jälkeen osataan luokitella asioita, esimerkiksi nousevat ja laske-
vat suorat, niin ollaan tasolla Formalising. Tasolla Observing oppija tiedostaa omat 
tietonsa ja pystyy niitä uudelleen j¨ a¨arjestelem¨an. Structuring-tasolla oppija pystyy 
jo perustelemaan miksi hänen päättelyketjunsa on totta, joten ajattelussa ollaan jo 
aksiomaattisella tasolla. Laajin kehä Inventing mahdollistaa uuden kehittelyn ja luo-
misen. (Pirie & Kieren, 1989.) Pirie ja Martin (2000) muokkasivat edellä esitettyä 
mallia hieman niin, että alin taso pit¨a sis¨ a¨ aksi kaiken aiemmana¨ all¨an tekemisen lis¨ 
matemaattisen osaamisen. Tasot kehittyvät keskeltä ulospäin kohti yleisempää ja ab-
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Kuva 5. Malli matemaattisen ymm¨ a (Pirie & Kieren, 1989) arryksen kehittymisest ¨ 
straktimpaa, mutta matemaattisen ymmärryksen ei ajatella kehittyvän tähän tapaan 
lineaarisesti. Ymmärrys kehittyy vaiheittain, välillä joudutaan palaamaan varhaisem-
mille tasoille. Varhaisemmalla tasolla työskentely ei ole kuitenkaan samanlaista kuin 
aikaisemmin, sillä oppijalla on nyt mukanaan uutta tietoa. Tat¨ ä kutsutaan laskos-
tamiseksi (folding back), koska varhaisemman tason ymmärrys ikään kuin kerros-
tuu ja saa enemmän sisältöä uuden tiedon valossa. Aikaisempia tietoja ja taitoja 
hyodynt¨ aen¨ matemaattinen ymm¨ a¨ a¨arrys p¨asee kehittym¨an ja yleisempien rakentei-
den havaitseminen mahdollistuu. (Pirie & Martin, 2000.) Esimerkiksi murtolukua 
kerrottaessa luonnollisella luvulla on hyvä ensin palauttaa mieleen kertolaskun ja yh-
teenlaskun välinen yhteys. Tässä siis varhaisempaan osaamiseen tukeutuminen aut-
taa uuden asian oppimista. 
Joskus oppilaan on hyvä palata aluksi esimerkiksi Image Making -tasolle ja 
työskennellä siellä jonkun aikaa, jotta hän voi taas siirtyä korkeammalle tasolle. Esi-
merkiksi eräs luokanopettajaopiskelija yritti opetustilanteessa palauttaa mieleensä 
proseduuria, jolla sekaluku muunnetaan murtolukumuotoon. Kehotin häntä piirtämään 
muunnettavasta sekaluvusta kuvan, mutta koska piirtäminen oli opiskelijalle vie-
raampi tapa toimia, ei tilanne edennyt ollenkaan. Vasta opiskelijatoverin avulla pääs-
tiin tehtävässä eteenpäin. (Opetuskeskustelu, 2014.) Oleellista on, että oppija huo-
maa puutteet tiedoissaan ja hänellä on käsitys siitä, mitä hän tarvitsee päästäkseen 
eteenpäin. Laskostaminen ei tuota toivottua tulosta, jos oppilaalla on puutteita aiem-
massa osaamisessaan. T¨ a opettajan rooli on t¨ a. H¨ aass¨ arke¨ anen tulee varmistaa, ett¨ 
oppija keskittyy oikeisiin asioihin. (Martin, 2008.) 
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Behrin ym. (1983) mukaan matematiikkaa voidaan ymmart¨ ää useammalla tasol-
la eikä ainoastaan niin, että asia joko hallitaan tai asiaa ei ole ollenkaan ymmärretty. 
Kun oppilaan ymmärrys matematiikan käsitteistä kehittyy, se mahdollistaa myös laa-
jempien oivalluksien ja yleistyksien tekemisen jo aiemmin opituille käsitteille ja 
myos¨ n¨ asitteiden taso kohenee. (Behr ym., 1983.) Oppilaan tietorakenne onaiden k¨ 
an kuin sipuli, jota pienest¨ a l¨ikä¨ a sipulin ytimest¨ ahdetäan¨ laajentamaan kerros ker-
rokselta yhä laajempia aiheita kattaviksi kerroksiksi. Oppiessaan uutta oppija muun-
telee ja uudelleen järjestää jo aiemmin, kokemuksiensa kautta hankkimaa informaa-
lia tietoa. Opettajan tulisikin kysyä itselt¨an, mit¨ a op-a¨ a oppilaiden tulisi oppia ja mit¨
pilaat entuudestaan tietav¨ ät. Opettajan tulisi tunnistaa kunkin tiedollisen kehitysvai-
heen esteet ja rajoitteet ja miettiä, miten ne saadaan murrettua. Oppilaan varhaisem-
mat tiedot lisäävät opetuksen suunnittelun haastetta, koska opettajan tulee miettiä, 
miten nekin huomioidaan opetuksessa. (Pitkethly & Hunting, 1996.) 
4.2 Oppilaiden murtolukutaidot 
Murtolukujen hallitseminen tukee matematiikan oppimista. Kymmenvuotiaana mi-
tattu murtolukujen hallitsemisen taso n¨ akin ma-akyy aritmeettisina taitoina ja yleens¨ 
tematiikan hallintana 16-vuotiaana, vaikka tutkimuksessa kontrolloitiin muun muas-
sa sellaisia muuttujia kuin oppilaan lukutaito, ¨ a¨ a, työmuisti, koko-alykkyysosam¨ar¨ 
naislukujen hallinta, perheen tulot ja koulutus (Siegler, Duncan, Davis-Kean, Duck-
worth, Claessens, Engel, Susperryguy & Chen, 2012; Bailey, Hoard, Nugent & Gea-
ry, 2012.) Murtolukujen heikko hallinta vaikeuttaa myohemp¨ ää matematiikan op-
pimista, joten on huolestuttavaa, että niin harva oppilaista ymmärtää murtolukujen 
laskutoimituksia (Vamvakoussi & Vosniadou, 2004, 2010). Esimerkiksi amerikka-
laisessa tutkimuksessa kahdeksasluokkalaisista 50% ei osannut järjestää murtoluku-
52 ja 1 12 suuruusjärjestykseen (Martin, Strutchens & Elliott, 2007). Luonnollis-ja ,7 9 
ten lukujen suuruuden hallitseminen edesauttoi myöhemmin murtolukujen suuruu-
den hallitsemista, mikä taas puolestaan edesauttoi vielä myöhempää murtoluvuilla 
operointia (Bailey, Siegler & Geary, 2014). Kalchman, Moss ja Case (2001) totesi-
vat, että murtolukujen suuruuteen liittyvien harjoitteiden tekeminen paransi murto-
lukujen ymm¨ amisen lis¨ art¨ a.art¨ aksi desimaalilukujen ja prosenttilukujen ymm¨ amist¨ 
Erot oppilaiden osaamisen välillä näkyvät jo varhain. Sieglerin ja Pyken (2013) 
tutkimuksessa etsittiin eroja oppilaiden käsitteellisissä ja proseduraalisissa tiedoissa 
6. ja 8. luokalla. Oppilaat jaettiin tasoryhmiin sen mukaan, miten he olivat p¨ anneetarj¨ 
osavaltion standardoidussa testiss¨ a vuonna: heikosti menestyneiden ryhm¨a edellisen¨ an 
muodostivat ne, jotka saivat alle 35 % pisteistä ja hyvin menestyneiden ryhmän ne, 
jotka saivat yli 65 % pisteistä. Käsitteellistä tietoa testattiin murtolukujen suuruusver-
tailuteht¨ a ja lukusuorateht¨ a lukuv¨ a 0–1 ja 0–5 . Proseduurien hallintaa avill¨ avill¨ alill¨
testattiin laskuteht¨ a, joissa arvioitiin suorituksen tarkkuutta, valittua laskustrate-avill¨ 
giaa, laskustrategioiden monipuolisuutta, varmuutta ja laskuvirheitä. Lisäksi testat-
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tiin luonnollisten lukujen jakolaskua ja ylipäat¨ äan¨ toimintakykyä eli kuinka hyvin 
oppilas pystyy hylkäämään mahdottoman vastauksen ja miettimään sen tilalle oike-
aa suuruusluokkaa olevan vastauksen. Tutkimuksessa havaittiin ryhmien välillä erot 
taidoissa jo 6. luokalla ja erot vain kasvoivat 8. luokalle tultaessa. Itse asiassa 6. luo-
kalla heikosti menestyneiden osaamisen tasossa ei tapahtunut juurikaan muutosta, 
kun taas 6. luokalla hyvin menestyneet ammensivat tietoa ja oppivat uutta. 
Schliemann, Carraher ja Brizulela (2006, 16–32) tarkastelivat aikaisempien tut-
kimusten valossa aritmetiikan ja algebran välistä yhteyttä. Useat tutkijat ovat tul-
kinneet algebraongelmien johtuvan oppilaiden kognitiivisesta kehitystasosta. Oppi-
laat ovat vielä konkreettisen ajattelun vaiheessa ja siksi algebra abstraktina on vielä 
heidan¨ tavoittamattomissaan. Oppilaiden ongelmat algebran kanssa johtuvat kuiten-
kin usein heikosti hallitusta aritmetiikasta. Tutkimuksissa raportoidaan oppilaiden 
tyypillisistä virheistä algebratehtävissä ylemmillä luokka-asteilla ja toisaalta onnis-
tuneista opetuskokeiluista algebratehtävien parissa pienten oppilaiden kanssa. Op-
pilaiden iall¨ ¨ aytt¨ a. Tutkijat kehottavatkin muuttamaan a ei siis n¨ aisi olevan merkityst¨ 
opetussuunnitelmaa niin, että jo nuoremmilla oppilailla olisi mahdollisuus pohtia al-
gebran käsitteitä ja muuttujien välisiä yhteyksiä tavanomaista aikaisemmin. 
Toisaalta voidaan kysyä, onko useimpien edes mahdollista ymmärtää rationaa-
lilukujen ominaisuuksia ja oppia niiden laskutoimituksia kovin nuorella iall¨ a?¨ Ne 
aivojen osat, joissa erityisesti lukujen käsittelyn, abstraktin ajattelun ja ongelman 
ratkaisun ajatellaan tapahtuvan, kehittyvät täyteen mittaansa vasta lähempänä ai-
kuisikää (Fuster, 2002). Haapasalon ja Kadijevichin (2000) mukaan käsitteelliseen 
ymmärrykseen tarvitaan metakognitiota eli ajattelun ajattelua, siksi moni asia on hel-
pompi ymmart¨ ää kypsemmall¨ ä iall¨ a.¨ Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteet 
2004 ja 2014 (Opetushallitus, 2004, 2014) tutustuttavat kuitenkin oppilaat murtolu-
kuihin jo alakoulun toiselta luokalta alkaen. 
4.3 Matematiikan osaaminen rapistuu Suomessa 
Oppimisessa tai opetuksessa on jotain vialla, jos iso osa luokanopettajaopintoihin ha-
keneista ei peruskoulun ja lukion kayty¨ ään osaa ilman laskinta kirjoittaa murtolukua 
1 desimaalilukumuodossa (Opiskelijavalinnat 2018). Peruskouluopetus ei tuota aina-8 
kaan tässä kohdin kestävää oppimista. Oppimisessa on ollut puutteita aikaisemmin-
kin. Soron ja Pehkosen (1998) raportoimassa kolmivuotisessa Kassel-projektissa ver-
rattiin keskenä¨ akoulun oppilaiden matematiikan an kuuden eurooppalaisen maan yl¨ 
oppimistuloksia. Suomalaiset kahdeksasluokkalaiset hallitsivat murtolukujen välisen 
kertolaskun heikommin kuin neljän muun maan 14-vuotiaat, ainoastaan englantilai-
set p¨ asiv¨arj¨ at suomalaisia huonommin. 
Niemi (2004) tutki vait¨ ¨ a¨ ovaiheessa olevien oppilai-oskirjassaan alakoulun p¨att¨ 
den matematiikan osaamista. Kaikkein heikoimmin ovat oppilaat osanneet muuntaa 
murtoluvun desimaalilukumuotoon ja pyöristää annetun desimaaliluvun sadasosien 
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tarkkuuteen. Muita heikosti osattuja matematiikan osa-alueita olivat desimaaliluku-
jen jakolasku, desimaali-, murto- ja prosenttiluvun välinen yhteys, avaruusgeomet-
ria ja taulukon tulkitseminen. (Niemi, 2004, 131.) Hihnala (2005, 86–89) huoma-
si neljän lukuvuoden mittaisessa pitkittäistutkimuksessaan, kuudennen luokan syk-
systä yhdeks¨ a¨annen luokan kev¨aseen, saman osaamattomuuden muunnettaessa mur-
tolukua desimaalilukumuotoon. Esimerkiksi murtoluku 6 muuntui yleensä virheel-5 
lisesti desimaaliluvuksi 6,5. Oppilaiden suoriutumisessa tapahtui vain vähän kehit-
tymistä: murtolukuosion ratkaisuprosenttien keskiarvo nousi 7. luokan syksystä 8. 
luokan syksyyn 8 %-yksikon¨ verran ja 8. luokan syksystä 9. luokan syksyyn vain 
vajaan kaksi prosenttiyksikkö¨ a yl¨ aysina. Heikkoa edistymist¨ akoulun aikana ei voi t¨ 
laittaa murrosiän syyksi. 
Suomalaisten yläkoulun oppilaiden matemaattista osaamista on tutkittu toistu-
vasti peruskoulun pä¨ ovaiheessa. Muutamassa vuosikymmeness¨att¨ a, 1980-luvulta 2000-
luvulle, esimerkiksi murtolukujen kerto- ja jakolaskutehtävissä oikein laskeneiden 
osuus on laskenut kolmekymmentä prosenttiyksikköä (Näveri, 2009, 101). Vuon-
na 2012 toteutettuun pä¨ ovaiheen arviointiin ker¨ avilla,¨att¨ attiin tietoja arviointiteht¨ 
jotka olivat kaikilta matematiikan perusopetuksen opetussuunnitelman keskeisiltä 
osa-alueilta: algebra, funktiot, geometria, luvut ja peruslaskutoimitukset sekä to-
dennäköisyys ja tilastot. Tuloksissa oli havaittavissa aikaisempiin tutkimuksiin ver-
rattuna matematiikan taitojen laskua kaikilla osa-alueilla. Etenkin taso oli heiken-
tynyt luvuissa ja peruslaskutoimituksissa, jonne myos¨ murtolukuteht¨ at sis¨ at.av¨ altyiv¨ 
Tämä koettiin huolestuttavana, sillä se kertoo matematiikan osaamisen perustan mu-
renemisesta. Päässälasku- ja prosenttilaskutaitojen osaamisen taso ei suurimmalla 
osalla tutkittavista yltänyt edes arkielämän, saati sitten jatko-opintojen tarpeisiin. 
(Rautapuro, 2013.) 
Oppilaiden vapaa-ajankäyttö jakautuu koulutehtävien, harrastusten ja viihde-elek-
troniikan kesken. Kuparin (1999, 203) tutkimuksen mukaan 4. luokan oppilaat käytti-
v¨ aviin keskim¨arin 32,2 minuuttia/p¨ a (vuonna 1979) at aikaa matematiikan kotiteht¨ a¨ aiv¨
ja 22,9 minuuttia/p¨ a (vuonna 1990) ja TV:n katseluun oppilaat k¨ at aikaaaiv¨ ayttiv¨ 
163,7 minuuttia/päivä (1979) ja 164,1 minuuttia/päivä (1990). TV:tä katseltiin siis 
hieman yli 2,5 tuntia päivässä keskimäärin, mikä tuntuu ehkäpä vähältä tämän päivän 
nuoria seuratessa. Yhä enemman¨ nuoret viettav¨ at¨ aikaansa erilaisten mobiililaittei-
den kuten tietokoneiden, k¨ oiden ja pelikonsoleiden kanssa viihtyen, mik¨annyk¨ a vai-
kuttaa myös opiskeluun. Tulokset osoittavat, että lapset, joille kertyi yli kolme tuntia 
päivittäistä ruutuaikaa, saivat koulussa heikompia arvosanoja kuin lapset, joille ker-
tyi ruutuaikaa alle kaksi tuntia p¨ ass¨aiv¨ a. Liikunnallisesti aktiiviset lapset taas saivat 
parempia arvosanoja kuin vah¨ ¨ aoja, Kantomaa, Ahonen, Ha-an liikkuvat lapset. (Syv¨ 
konen, Kankaanpää & Tammelin, 2013.) 
Matematiikan osaamisen heikkeneminen on havaittu jopa teknillisessä yliopis-
tokoulutuksessa. Pohjolainen, Rasila ja Kuosa (2018) raportoivat erilaisista tuki-
toimenpiteistä kuten opiskelijoiden proflointi matematiikan perustaitotestin perus-
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teella, matematiikkajumppa, matematiikkaklinikka, laskutuvat ja matematiikan kie-
lentäminen keinoina opiskeljoiden matematiikan osaamisen parantamiseksi. Tukitoi-
mien painopiste on ollut lähinnä lukiomatematiikan kertaamisessa ja proseduraalisen 
sujuvuuden parantamisessa. Erilaisten tukimenetelmien yhteisenä piirteenä on löytää 
tukea tarvitsevat opiskelijat ja heille parhaiten sopivat tukimuodot. 
Matematiikan oppimisvaikeudet aiheuttavat sekä suoraan ett¨ alillisesti heikon a v¨ 
koulumenestyksen kautta opintojen keskeytymistä (Korhonen, Hakkarainen, Holo-
painen, Linnamäki, Savolainen & Taipale, 2018). Tutkijat esittävätkin, että jos pys-
tymme parantamaan nuorten matematiikan osaamista ja siten tukemaan nuoria toisel-
la asteella, voimme oleellisesti v¨ a¨ amisi¨ ain parantaa ahent¨a koulutusten keskeytt¨ a ja n¨ 
nuorten mahdollisuuksia valmistua ja työllistyä. 
4.4 Ulkoa oppimista vaiko ymm¨ amist ¨art ¨ a? 
Oppilaat saattavat n¨ aisesti osata juuri opitun asian hyvin, kun sit¨ a testa-aenn¨ a heilt¨
taan tuoreeltaan, mutta kun aikaa kuluu, niin taidot heikkenevat.¨ T¨ a antaisi viit-am¨
teitä siitä, että opiskeltavaa asiaa ei ole ymmärretty, vaan on opittu joukko pinnallisia 
strategioita hyödyntäviä proseduureja, kuten samannimisten murtolukujen yhteen-
laskussa ylhä¨ a olevat vaan plussataan, joilla on selvitty teht¨ a eteenp¨all¨ aviss¨ ain. 
Empiristisen oppimisteorian mukaan havainto liitettynä toimintaan konkreettis-
ten välineiden kanssa luo oppimistilanteita, jotka auttavat käsitteiden ymmärtämistä 
ja näin mahdollistavat konstruktivististen tietorakenteiden muodostumisen. Konkreet-
tiset välineet auttavat oikean mielikuvan luomisessa ja havainnollistavat laskutoi-
mituksia. Erilaisten visuaalisten v¨ aytt¨alineiden ja kuvien k¨ o mahdollistaa visuaalis-
spatiaalisen työmuistin hyödyntämisen ja siten keventää kokonaistyömuistin kuor-
mitusta (Kyttälä & Kanerva, 2019). 
Seitsemäsluokkalaisten opetuskokeilussa (Tuominen, 2016b) heikkoutena oli vä-
lineiden v¨ aytt¨ a oppilaille Murtokakkupaloja doku-ahyys. Opettaja kertoi n¨ aneens¨
menttikameralla, mutta oppilaiden omaan ty¨ alineit¨ anyt. Jotta oskentelyyn v¨ a ei riitt¨ 
välineistä saadaan mahdollisimman suuri hyöty, niitä tulee olla jokaiselle tai vähintään 




Kouluopetuksessa rationaaliluvut määritellään lukuina, jotka voidaan esittää muo-
dossa m , missä luvut m ja n ovat kokonaislukuja ja n ei ole nolla. Tällaisessa muo-n 
dossa esitettyjä lukuja kutsutaan murtoluvuiksi ja luvun esitysmuotoa murtoluku-
muodoksi. Lukua m kutsutaan murtoluvun osoittajaksi ja lukua n murtoluvun ni-
mittaj¨ ¨ omurtoluvuiksi kutsutaan muotoa 1aksi. Yksikk¨ olevia murtolukuja. Murtolu-n 
ku voi olla esitettynä myös sekalukuna, esimerkiksi 23 5 , jossa luvun kokonaislukuosa 
ja murtolukuosa on esitetty erikseen. Murtolukumuodon ohella rationaaliluvut voi-
daan esittää myos¨ päattyvin¨ ä (esimerkiksi 1 4 = 0,25) tai pä¨ att¨ a jaksollisi-attym¨ omin¨
na desimaalilukuina (esimerkiksi 1 3 = 0,333... ). Rationaalilukujen matemaattinen 
määritelmä löytyy esimerkiksi teoksista Denlinger (2011), Myrberg (1991, 11–15) 
tai Harjulehto, Klén ja Koskenoja (2014). Perusopetuksen opetussuunnitelman pe-
rusteiden 2014 mukaan negatiiviset murtoluvut sis¨ at vuosiluokkien 7–9 opetus-altyv¨ 
suunnitelmaan (Opetushallitus, 2014, 375). Tutkimuksessa tutkitaan kolmasluokka-
laisten murtolukujen oppimista, joten tässä murtoluvulla ja sekaluvulla rajoitutaan 
positiivisiin murtolukuihin ja sekalukuihin. 
5.2 Murtoluvun suuruus 
Pitkethly ja Hunting (1996) ovat tarkastelleet murtolukuihin liittyviä tutkimuksia 
1990-luvun alkupuolelta. Tutkijat ovat havainneet, että rationaalilukukäsitteen ke-
hittymisessä on kaksi kantavaa tekijää: 1) kokonaisen jakaminen yhtä suuriin osiin 
ja edelleen osien jakaminen yhtä suuriin osiin ja 2) kokonaisen ymm¨ aminen jous-art¨ 
tavasti; kokonainen voi olla luku yksi, luokan oppilasmä¨ a tai ty¨ar¨ omiehen palkka. 
Murtolukujen esittäminen kahden kokonaisluvun osamääränä saattaa olla oppilaille 
hankala ymmärtää. Oppilaat tulkisevat murtoluvun kahden luonnollisen luvun muo-
dostamana kombinaationa eika niink¨ ään lukuna, joka ilmaisee suhdetta (Pitkethly & 
Hunting, 1996). 
Murtolukujen opetus aloitetaan yleensä vertaamalla keskenään samannimisiä mur-
tolukuja, jolloin suuruusvertailu tapahtuu murtolukujen osoittajien välillä: murtolu-
ku on suurempi, jos sen osoittaja on suurempi. T¨ a oppilaat voivat tukeutua luon-ass¨
nollisten lukujen ominaisuuksiin menestyksekkäästi. Kun seuraavaksi verrataan kes-
kenään erinimisiä murtolukuja, joiden osoittajat ovat keskenään yhtäsuuret, riittää, 
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että oppilaat vertailevat kesken¨an murtolukujen nimitt¨ a. T¨ a luonnollisten lu-a¨ aji¨ ass¨
kujen ominaisuuksiin nojaaminen ei enää toimikaan, vaan se murtoluvuista, jonka ni-
mittäjä on pienempi, onkin itse asiassa murtoluvuista suurempi. Kun ensimmäisillä 
oppitunneilla harjoitellaan vain osoittajien tai nimittäjien keskinäistä vertailua, ei ole 
ihme, että oppilailla on hankaluuksia tulkita murtoluvun suuruutta kahden annetun 
luvun suhteena. 
5.2.1 Murtoluvun suuruuden käsittely oppikirjoissa 
Murtoluvun suuruuden arviointiin käytetään vain vähän aikaa suomalaisissa mate-
matiikan oppikirjoissa, kun aiheeseen käytettyä sivumäärää verrataan koko kyseisen 
oppikirjan murtolukuteeman sivumä¨ a¨ art¨ a ko-ar¨an. Murtoluvun suuruuden ymm¨ amist¨ 
rostetaan esimerkiksi opettajille suunnatussa matematiikan kirjassa (van de Walle, 
Karp & Bay-Williams 2013, 303–304). Kirja opastaa lukijaa miettimään, onko an-
1nettu murtoluku lähellä ankkurilukua 0, 2 tai 1. Oppilas, joka ymmärtää, että murto-
1 1luvut 999 ja 9999 a, pystyy p¨attelem¨an, ett¨ a annettujen mur-ovat hyvin pieni¨ a¨ a¨ a edell¨
tolukujen summa on lahemp¨ an¨ ¨ ah¨a lukua ’1’ kuin lukua ’2’ (Hecht 1998). T¨ an liittyen 
suomalaisen matematiikan oppikirjasarjan neljännen luokan kokeessa oli viimeisenä 
3 5laskutehtävä + . Kun koetta käytiin läpi oppilaiden kanssa, opettaja totesi, että3 5 
viimeinen tehtav¨ ä oli mahdoton (Opetuskeskustelu, 2013). Opettajan lausahdus kuu-
lostaa ehkap¨ ä oudolta, mutta selittyy silla,¨ että oppilaille ei ollut vielä opetettu eri-
nimisten murtolukujen yhteenlaskua. Tästä näkee kuitenkin sen, että luokanopettaja 
oli itsekin niin kiinni proseduureissa, ettei hän pystynyt näkemään laskussa kahden 
kokonaisen summaa. Piirtäminen olisi ehkäpä saanut hänet huomaamaan tehtävän 
ratkaisun. 
Aikaisempiin tutkimuksiin ja alakoulun oppikirjoihin tutustuessani olen havain-
nut, että kansainvälisissä tutkimuksissa nousee esille murtolukujen yhtäsuuruus, equal 
fractions, jota suomalaisissa oppikirjoissa sivutaan vain hieman. Sitä vastoin suo-
malaisissa oppikirjoissa keskitytään mekaaniseen laventamiseen ja supistamiseen. 
Strang toteaakin, että oppilaiden on havaittu olettavan, että lavennettaessa ja supis-
tettaessa murtoluku samalla suurenee tai pienenee (Strang, 1989). Suomenkieliset 
sanat ’laventaminen’ ja ’supistaminen’ eivät tue oppilaan mielikuvaa samalla taval-
la kuten esimerkiksi ’vähennyslasku’, joka ilmaisee määrän vähenemistä. Oppilas ei 
hahmota mikä murtoluvussa laajenee tai supistuu. Oleellisin piirre, että murtoluvun 
suuruus ei muutu lavennettaessa tai supistettaessa, tuntuu hautautuvan mekaaniseen 
suorittamiseen. 
Joutsenlahti, Perkkilä ja Tossavainen (2016) tarkastelivat tutkimuksessaan eri ai-
kakausien alakoulun matematiikan oppikirjoja. Vanhemmissa, 1970-luvun oppikir-
joissa korostui muodollinen manipulointi (laventaminen, supistaminen ja laskutoi-
mitusten suorittaminen) sovellusten ja konkretisoinnin sijaan. Uudemmissa kirjois-
sa murtolukukäsitteen yleisin lähestymistapa oli kokonaisen jakaminen yhtä suuriin 
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osiin. Kokonaisen k¨ ai kuitenkin usein murtolukumerkinn¨asite j¨ an varjoon. Suurim-
mat erot eri aikakausien oppikirjojen välillä liittyivät siihen, missä määrin kuvitusta 
oli käytetty laskutoimitusten havainollistamisessa. Oppikirjat ilmentävät usein vallal-
la olevaa pedagogista ajattelua, joten muutaman oppikirjailijan käsitykset käsitteiden 
sisall¨ ¨ a ja merkityksest¨ost¨ a vaikuttavat jopa kokonaisten sukupolvien matemaattiseen 
ajatteluun. (Joutsenlahti ym., 2016.) 
5.2.2 Luonnollisten lukujen ja murtolukujen sijoittaminen lukusuo-
ralle 
Lukusuora on oppikirjoissa k¨ aaytetty havainnollistamismalli, joka annetaan yleens¨ 
valmiina. Jos oppilaiden tehtav¨ ¨ a on sijoittaa luvut annetulle lukuv¨ avä eian¨ alille, teht¨ 
ole helppo etenkään, kun luvut ovat suuria. Sieglerin ja Opferin (2003) mukaan op-
pilailla on taipumus esittää sijoitettavien lukujen väli suurempana annetun lukuvälin 
alkupäässä kuin lukuvälin loppupäässä. Lukujen sijoittelu muistuttaakin enemmän 
logaritmista asteikkoa kuin lineaarista asteikkoa. Luonnollisten lukujen sijoittami-
nen lukusuoralle on tarke¨ a osatekij¨ ¨ art¨a murtolukujen ymm¨ amisen kehityspolussa. Se 
ennustaa Jordanin ym. (2013) tutkimuksen mukaan esimerkiksi paremmin tulevaa 
murtolukujen hallintaa kuin oppilaan keskittymiskyky tai taito laskea luonnollisilla 
luvuilla. 
Booth ja Newton (2012) tutkivat teini-ikäisten valmiuksia sijoittaa luonnollisia 
lukuja ja murtolukuja lukusuoralle. Tutkimuksessa testattiin murtolukujen sijoitta-
mista lukuvälillä 0–1 ja luonnollisten lukujen sijoittamista lukuväleille 0–10 000 
ja 0–6257. Tutkimuksen mukaan murtolukujen suuruuden ymmärtäminen oli yh-
teydessä algebravalmiuksiin enemman¨ kuin luonnollisten lukujen hallitseminen. Al-
gebravalmiuksien kyn¨ a testattiin yht¨ onratkaisumenetelmien hallin-a–paperi-testill¨ al¨ 
taa, yhtäsuuuruusmerkin käyttöä, muuttujakäsitettä, murtoluku-, desimaaliluku- ja 
prosenttiesityksen hallintaa sekä sitä, osaako oppilas ratkaista sanallisia tehtäviä. 
Tutkijoiden mukaan murtoluvun suuruuden hallitseminen osoittaa syvempää mur-
tolukujen ymm¨ amist¨ omurtolukujen sijoittaminen lukusuoralle art¨ a. Erityisesti yksikk¨ 
on tutkimuksen mukaan yhteydessä algebravalmiuksiin. (Booth & Newton, 2012.) 
Fazion, Baileyn, Thompsonin ja Sieglerin (2014) mukaan luonnollisten luku-
jen suuruuden hallinnalla on puolestaan yhteys murtolukujen suuruuden hallintaan. 
Mitä tarkemmin viidesluokkalaiset osasivat sijoittaa luonnollisia lukuja lukusuoral-
le lukuvalill¨ ä 0–1000 sitä tarkemmin he osasivat sijoittaa lukusuoralle murtoluku-
ja annetulle lukuvälille 0–1. Vaikka luonnollisten lukujen ja murtolukujen symbo-
linen esitysmuoto poikkeavatkin toisistaan, yhteistä on se, että kumpikin ilmaisee 
luvun suuruutta. Tutkijoiden mukaan n¨ aisi silt¨ a interventio, joka on suun-aytt¨ a, ett¨
niteltu tukemaan symbolisen esitysmuodon suuruuden ymm¨ amist¨art¨ a, olisi erityisen 
hyödyllinen. 
Torbeyns, Schneider, Xin ja Siegler (2015) vertailivat oppilaiden murtolukujen 
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hallintaa USA:ssa, Kiinassa ja Belgiassa. He tutkivat yhteyttä murtolukujen suuruu-
den ymmärtämisen, murtolukujen peruslaskutaitojen hallinnan ja yleisen matema-
tiikan osaamisen välillä. Oppilaiden tuli sijoittaa murtolukuja annetulle lukuvälille 
0–1 tai 0–5, joissa ainoastaan välin päätepisteet oli merkitty lukusuoralle. Oppilai-
den tuli vertailla keskenäan¨ kahta murtolukua, joista toinen oli koko ajan sama lu-
ku 3 5 . Tutkimuksen mukaan kaikissa kolmessa tutkimusjoukossa murtolukujen suu-
ruuden käsitteellinen ymmärtäminen ennusti voimakkaammin matematiikan testissä 
menestymistä kuin proseduraalinen murtoluvuilla laskemistaito. Näyttäisi siltä, että 
vahva yhteys murtolukujen suuruuden ymm¨ amisen ja yleisemm¨art¨ an matematiikan 
hallitsemisen valill¨ ä ei ole kulttuuritaustasta tai koulutusj¨ ast¨arjestelm¨ a riippuvainen, 
vaan yleisempi kognitiivinen ilmiö. Tämän mukaisesti oppitunneilla tulisikin kiin-
nittää enemmän huomiota murtoluvun suuruuden arviointiin osoittajan ja nimittäjän 
suhteena, ei vertailla osoittajaa ja nimittaj¨ ¨a irrallaan murtoluvusta.a¨
5.2.3 Suuruusvertailustrategioita 
Tutkimukset osoittavat, että suuruusvertailussa luonnollisten lukujen ominaisuudet 
ohjaavat vahvasti oppilaiden toimintaa. Hartnettin ja Gelmanin (1998) tutkimuk-
sessa 5–7-vuotiaiden lasten tehtav¨ ¨ a oli asettaa murtolukuja suuruusj¨an¨ arjestykseen. 
Yleensä lapset järjestivät luvut joko osoittajien mukaan tai nimittäjien mukaan, mut-
ta harva lapsista osasi tulkita murtolukua lukuna, osoittajan ja nimittäjän suhteena. 
Behr ym. (1984) ja Cramer ym. (2002) tarkastelivat tutkimuksissaan lähemmin op-
pilaiden suuruusvertailustrategioita. Jos murtoluvuilla oli sama nimittaj¨ a,¨ oppilaat 
vertasivat osoittajia keskenään ja jos murtoluvuilla oli sama osoittaja, oppilaat ver-
tasivat nimittäjiä keskenään. Oppilaat saattoivat verrata murtolukuja myös johonkin 
ankkurilukuun, esimerkiksi lukuun puoli, ja sen avulla päätellä annettujen lukujen 
keskinaisen suuruusj¨ arjestyksen. Oppilaat saattoivat¨ verrata lukuja keskenäan¨ myos¨ 
puuttuvan osan kautta. Puuttuvan osan suuruudella tarkoitetaan tilannetta, jossa ver-
tailtavat murtoluvut ovat esimerkiksi yhden osan päässä kokonaisesta kuten luvut 
6 
7 ja
7 . Koska 1 on suurempi kuin 1 8 , puuttuu murtoluvussa 
7 
8 yhdestä kokonaisesta 8 7 
v¨ an, ja n¨ahemm¨ ain ollen se on murtoluvuista suurempi. Erilaisilla vertailustrategioil-
la oppilaat v¨ at samannimisiksi murtoluvuiksi laventamisen vaivan. alttiv¨ 
Meertin, Grégoiren ja Noëlin tutkimuksessa (2010a) etsittiin vastausta siihen, 
vertailevatko 10- ja 12-vuotiaat oppilaat pelkästään murtoluvun osoittajia tai vas-
taavasti nimittaji¨ ä keskenäan¨ vai vertailevatko he murtolukuja keskenäan¨ suuruuk-
sien perusteella. Vertailtavien murtolukujen osoittajat olivat keskenäan¨ yhtä suuret 
tai murtoluvut olivat samannimisiä. Tutkimuksessa havaittiin, että oppilaiden vastaa-
miseen käyttämä aika oli pidempi tehtävissä, joissa osoittajat olivat yhtä suuret kuin 
teht¨ a, joissa nimitt¨ at olivat yht¨ am¨ a siita,¨ että monetaviss¨ aj¨ a suuret. T¨ a antaa viitteit¨
oppilaat vertailevat murtolukujen osoittajia keskenä¨ aji¨ a¨an ja nimitt¨ a kesken¨an. Eri-
nimisten murtolukujen kohdalla intuitiivinen vastaus suuremman nimittäjän mukaan 
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joudutaan aktiivisesti estam¨ ä¨ a aiheuttaa viivett¨an, mik¨ a oppilaan vastaukseen. 
Edellä esitetty aktiivinen estäminen huomattiin myös aikuisilla van Hoofn, Lij-
nen, Vershaffelin ja van Doorenin (2013) tutkimuksessa, kun testattiin miten aikui-
set toimisivat teht¨ a, joissa mukana on murtolukuja, joilla on erilaiset osoitta-aviss¨ 
jat ja nimittäjät. Tutkimuksessa todettiin, että vertailtavien murtolukujen suuruuk-
sien keskinäinen etäisyys vaikutti selvästi vastauksen nopeuteen. Tämä antaa viit-
teitä siita,¨ että tutkimuksen aikuiset vertailevat murtolukujen suuruuksia keskenäan¨ 
eivatk¨ ä pelk¨ a¨ aji¨ a¨ast¨an osoittajia tai nimitt¨ a kesken¨an. Aikuisten suuruusvertailustra-
tegia mukautui kuitenkin tilanteen mukaan. Sama havainto tehtiin tutkittaessa mate-
matiikan laitoksen henkilökunnan ratkaisutapoja (Obersteiner, van Dooren, van Hoof 
& Verschaffel, 2013). Tutkimuksen ulkopuolelle jätettiin kuitenkin tutuimmat mur-
toluvut kuten 1 ja 34 . Tuttujen lukujen osalta vaikutus oli tullut esille jo Schneiderin 2 
ja Sieglerin (2010) tutkimuksessa, jossa verrattiin annettuja murtolukuja lukuun 35 . 
Monet aikuiset perustelivat vastauksensa sanomalla tietävänsä heti, että esimerkiksi 
annettu murtoluku 1 on pienempi kuin 3 , ja tämä automatisoituminen näkyi myös2 5 
lyhyempan¨ ¨ ayttiv¨ a¨a reaktioaikana. Vastaajat k¨ at mielell¨an yksinkertaista vertailukei-
noa, kun sellainen oli saatavilla esimerkiksi samannimisten murtolukujen kohdalla. 
Jos tilanne vaati tarkkaa vastausta, vastaajat käyttivät mielummin vaativampia mene-
telmiä kunkin murtoluvun suuruuden määrittämiseksi ennen vastauksensa antamista. 
Selvittäessään hyvät matematiikan pohjatiedot omaavien matematiikan laitok-
sen opiskelijoiden ratkaisustrategioita DeWolf ja Vosniadou (2015) keskittyivät tut-
kimuksessaan pelkast¨ äan¨ murtolukuihin, joilla oli erilaiset osoittajat ja nimittaj¨ at.¨ 
Toisin kuin edellä mainituissa tutkimuksissa, mukana oli myos¨ murtolukuja, jotka 
olivat suurempia kuin yksi, esimerkiksi 19 ja 26 aytt¨a17 . Tutkimustuloksen mukaan n¨ a¨ 11 
siltä, että matematiikan opiskelijat vertailevat murtolukuja keskenään lukuina. He 
eivat¨ v¨ am¨ a n¨ a¨ at sen erilaisiaaltt¨ att¨ ahneet murtoluvun suuruutta heti, vaan he p¨atteliv¨ 
ratkaisutapoja k¨ aen esimerkiksi vertaamalla kokonaisia kesken¨an. Vastausajat aytt¨ a¨ 
olivat pidempiä niissä tehtävissä, joissa vertailtavat murtoluvut olivat suuruudeltaan 
lähellä toisiaan tai murtolukujen osoittajat ja nimittäjät olivat yhdenmukaiset. Yhden-
mukaisuudella tarkoitetaan sitä, että suuremman murtoluvun osoittaja ja nimittäjä 
ovat suurempia kuin pienemman¨ murtoluvun osoittaja ja nimittaj¨ ä esimerkiksi 6 ja8 
1 
3 . 
5.3 Murtoluvun tiheys 
Luonnolliset luvut ja kokonaisluvut ova siinä mielessä erillisiä diskreettejä, että ne 
esiintyvät lukusuoralla tasaisin välein niin, että kahden peräkkäisen luvun erotus 
on yksi. Reaaliluvut puolestaan ovat jatkuvia, sillä reaalilukujen joukkoon kuulu-
vat kaikki lukusuoran pisteet. Rationaalilukuihin kuuluvat kaikki kokonaisluvut ja 
kaikki murtolukumuodossa esitettav¨ ät luvut eli luvut, joiden desimaalilukuesitys on 
joko päättyvä tai se on päättymätön ja jaksollinen. Rationaalilukuja on a¨¨arettömän 
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paljon, mutta niiden peittam¨ alle lukusuoralle j¨ ää vielä ’aukkoja’. Rationaalilukujen 
ulkopuolelle jäävät luvut, joiden desimaalilukuesitys on päättymätön ja jaksoton ku-√ 
ten esimerkiksi π ja 2. Rationaalilukujen joukkoa kutsutaan tiheäksi. 
Murtolukujen suuruuden hallinnan ohella oppijan tulisi saada edes alustava käsitys 
murtolukujen muodostaman joukon tiheydestä (Vamvakoussi, Christou, Mertens & 
van Dooren, 2011; Siegler ym., 2011). Kun oppilaalta kysytä¨ a murtoluku tu-an ’mik¨
lee heti 1 j¨ 3 . Oppilaat ik¨an kuin luettelevat lu-alkeen?’, usein saatu vastaus on luku 
2 a¨ 3 
kuja kolmasosan välein. Tosiasiassa sitä ei voida kuitenkaan yksikäsitteisesti sanoa, 
mikä murtoluku tulee heti luvun yksi kolmasosan jälkeen, sillä murtolukuja on millä 
tahansa lukuv¨ a ¨aret¨ a¨ a. Murtolukujen tiheys on monelle lukiolaisellekin alill¨ a¨ on m¨ar¨ 
vaikeasti ymmarrett¨ av¨ ¨ aisi korvata niin l¨ a asia, kun seuraavan luvun ajattelu pit¨ ahelle 
kuin tahansa -ajattelulla (Merenluoto, 2001, 158; Merenluoto & Lehtinen, 2002). 
Vaikeudet johtuvat puutteellisesta käsitteellisestä muutoksesta siirryttäessä luonnol-
lisista luvuista rationaalilukuihin (Merenluoto & Lehtinen 2004b; Vamvakoussi & 
Vosniadou, 2012). Tuomisen (2016a) tutkimuksessa jopa osalle (15 %) ensimmäisen 
vuoden yliopiston matematiikan pääaineopiskelijoista ei ollut selvää, että kahden an-
netun murtoluvun välissä on a¨¨aretön määrä murtolukuja. 
Lapset saattavat hyväksyä ajatuksen siitä, että lukuja on tiheämmin kuin tähän 
asti on opittu, toisin sanoen voidaan luetella lukuja 1, 11 , 2, 21 , 3, 31 ja niin edel-2 2 2 
leen. Siitak¨ ¨an huolimatta lapset eiv¨ a¨ a, toisin sa-a¨ at p¨ase kiinni ajatukseen tiheydest¨ 
noen siita,¨ ett¨ v¨ a on paljon murtolukuja (Gallistel & a annettujen lukujen 1, 11 aliss¨2 
Gelman, 1992). Seitsemäsluokkalainen oppilas vastasi tehtävään Kuinka monta mur-
tolukua on murtolukujen 2 ja 2 aliss¨ oimällä ensin vaihtoehdon ’1’. Oppi-v¨ a? ympyr¨ 4 3 
laan perustelu avasi hienosti hanen¨ ajatteluaan: Koska kun tekee niiden nimittäjistä 
6 8 7(?) samat niistä tulee 12 ja 12 . Niiden väliin menee yksi murtoluku , mutta jos niitä12 
laventaa viela, esim.¨ 24
12 ja 16 aliin menee enemm¨ 24 , niiden v¨ an :-). Vaihtoehto ’1’ oli 
kumitettu puhtaaksi, mutta painauma näkyi edelleen paperilla ja vaihtoehto ’monta’ 
oli ympyroity.¨ Tast¨ ¨ akee hienosti sen, ett¨ avä voi ohjata a vastauksesta n¨ a sopiva teht¨ 
oppilasta ja kyseinen oppilas sai jo kiinni tiheysajattelusta. (Opetustuokio, 2015.) 
Vamvakoussi ja Vosniadou (2010) tutkivat eri-ik¨ asityksi¨aisten oppilaiden k¨ a lu-
kujen lukumäärästä annetulla lukuvälillä. Ajatus a¨¨arettömän monesta luvusta an-
netulla lukuvälillä ilmeni ensin luonnollisten lukujen yhteydessä, seuraavaksi aja-
tus ilmeni desimaalilukujen yhteydessä ja vasta viimeisenä murtolukujen kanssa. 
Alle kymmenesosa vastaajista vastasi systemaattisesti eri tavalla luonnollisten lu-
kujen ja rationaalilukujen kohdalla. Tam¨ ä osoittaa hyvin sen, että oppilaiden on 
hankala ymmärtää yhteys desimaalilukujen ja murtolukujen välillä ja nähdä ratio-
naaliluvut omana lukujoukkonaan erilaisine esitysmuotoineen. Jos oppilaat olisivat 
ymmart¨ aneet,¨ että murtoluvut voidaan esittää myos¨ desimaalilukumuodossa ja että 
luonnolliset luvut ovat vain murtolukujen erikoistapauksia, olisi ä¨ omyysajatusarett¨ 
ollut hyödynnettävissä desimaaliluvuista murtolukuihin ja päin vastoin. 
Oppilaat saattavat ajatella luvuista lukusuoralla eräänlaisena ’helminauhana’, jol-
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loin jokaisella ’helmell¨ ayttiv¨a’ on seuraajansa. Vamvakoussi ja Vosniadou (2012) k¨ at 
mielikuvaa katkeamattomasta kuminauhasta tukeakseen oppilaiden käsitystä ratio-
naalilukujen tiheydestä. Interventiossa koeryhmän oppilaita ohjattiin tekstin avulla 
kuvittelemaan lukusuoraa kuminauhana, jota voidaan venyttää ja kutistaa. Teksti-
interventio paransi oppilaiden suoritusta, oppilaat ymm¨ at paremmin, ett¨arsiv¨ a anne-
tulla lukuv¨ a on ¨aret¨ a¨ a lukuja ja ettei mill¨an rationaaliluvulla ole olemas-alill¨ a¨ on m¨ar¨ a¨ 
sa yksikäsitteistä seuraajaa. 
Murtolukujen suuruusvertailun ja proseduurien sujumisen hallintaa on tutkittu 
paljonkin, mutta murtolukujen tiheyteen liittyvi¨ ahemm¨a tutkimuksia on v¨ an. Tuomi-
nen (2016a) luokitteli tutkimuksessaan seitsemäsluokkalaisten (n = 74), 1. vuoden 
luokanopettajaopiskelijoiden (n = 82) ja 1. vuoden matematiikan pääaineopiskelijoi-




4 v¨ alissä?. Yläkoululaisten suosituin vastaus annetuista vaihtoehdoista 0, 1 
tai monta oli kolmas vaihtoehto (39 %), johon oppilaat pä¨ at monin eri tavoin. atyiv¨ 
Yksikään vastaajista ei maininnut a¨¨arettömyyttä, joten vastaus on voinut hyvin ol-
la myös onnekas arvaus. Lähes yhtä suosittu vastaus oli 1 (38 %), johon oppilaat 
yleensä p¨atyiv¨ a¨a¨ at laventamalla annetut murtoluvut kesken¨an samannimisiksi. Luo-
kanopettajaopiskelijoiden suosituin vastaus oli 1 (52 %) ja matematiikan pääaineopis-
kelijoiden ¨aret¨ a¨ a (85 %). Yliopisto-opiskelijoille ei oltu annettu valmiita a¨ on m¨ar¨ 
vastausvaihtoehtoja, mutta kaikki samat vastausvaihtoehdot tulivat esille kuin seit-
sem¨ a luo-asluokkalaisillakin. Verrattaessa vastausten jakautumista huomattiin, ett¨
kanopettajaopiskelijoiden ja seitsemäsluokkalaisten jakaumat vastasivat toisiaan, vaik-
ka opiskelijat ovat peruskoulun lisäksi suorittaneet myös lukion oppimäärän. Mate-
matiikan pääaineopiskelijat poikkesivat odotetusti kahdesta muusta ryhmästä. Tehtä-
vänanto ’Kuinka monta...’ saattaa osaltaan johdatella vastaajia harhaan antamalla ku-
van ä¨ a m¨ar¨ a vastauksia. Siksi koululaisten kohdalla t¨arellisest¨ a¨ ast¨ aytyy vastauksiin 
suhtautua ymm¨ av¨ a vastoin ainoastaan yksi luo-art¨ asti. Opiskelijoiden kohdalla sit¨
kanopettajaopiskelija pohti, että Jos tarkoitus on laskea kahdestoistaosia, niin silloin 
v¨ a on yksi murtolukualiss¨ 7 12 , mutta muuten murtolukuja on ¨aret¨ ar¨a¨ on mä¨ a. Matema-
tiikan opiskelijoista harhaanjohtavasta tehtav¨ an¨ annosta huolimatta suurin osa antoi 
vastaukseksi ’ä¨ on m¨ar¨aret¨ a¨ a’. 
5.4 Lukusuoramallin kehittyminen lukualueen laajetes-
sa 
Lukusuora otettiin mukaan alkuopetuksen oppikirjoihin 2000-luvun alkupuolella, 
oppilailla oli kuitenkin vaikeuksia hyödyntää sitä. Oppilaat osasivat sijoittaa puut-
tuvia lukuja lukusuoralle, mutta eivät osanneet hyödyntää sitä esimerkiksi lukujen 
jarjestely- tai yhteen- ja¨ vahennyslaskuteht¨ ¨ a. Perkkil¨aviss¨ a, Joutsenlahti ja Sarenius 




Oppilaiden lukukäsite saa alkunsa luonnollisista luvuista ja rakentuu sitten ratio-
naalilukujen kautta kohti reaalilukuja. Oppikirjojen lukusuoraesityksissä ei kuiten-
kaan oteta huomioon sitä, että myös lukusuoramallin tulisi kehittyä oppilaan tietojen 
ja taitojen karttuessa. Jos ajatellaan luonnollisia lukuja, ne esiintyvät tasaisin välein, 
nollasta alkaen: 
0 1 2 3 4 5 r r r r r r 
Laajennettaessa lukujoukkoa kokonaislukuihin saadaan myös luonnollisten lu-
kujen vastaluvut esitettyä tasaisin välein nollan vasemmalla puolella: 
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 r r r r r r r r r 
Laajennettaan lukujoukkoa rationaalilukuihin. Lisäämällä ensin kahdesosat saa-
daan mukaan lukuja, joiden paikka sijaitsee joko kokonaisluvun kohdalla tai koko-
naislukujen puolivälissä: 
-3 r - r 5 2 -2 r -3 2r -1 r -1 2r 0 r 1 2r 1 r 3 2r 2 r 5 2r 3 r 7 2r 4 r 9 2r 5 r 2 11 r 
Lisat¨ ¨an seuraavaksi kolmasosat, nelj¨a¨ asosat ja viidesosat. Kuvan lukemisen hel-
pottamiseksi ainoastaan kolmasosia, neljäsosia ja viidesosia vastaavat pisteet on mer-
kitty kokonaislukujen väliin, ei lukuja symbolimuodossa: 
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Vaikka rationaalilukuja on ä¨ om¨ alt¨aarett¨ an paljon, rationaalilukujen joukko Q sis¨ a¨ 





jaksolliset desimaaliluvut, esimerkiksi 23 . N¨ a¨ at kui-aiden lukujen ulkopuolelle j¨av¨ 
tenkin kaikki päättymättömät jaksottomat desimaaliluvut eli lukusuorasta puuttuu 
vielä pisteitä. Vasta laajentamalla lukujoukko reaalilukuihin, lukusuora saadaan yh-
tenäiseksi. Silloin vasta mielestäni voidaan puhua lukusuorasta. Niin kauan kuin ir-
rationaaliluvut puuttuvat, lukusuora on vain pisteidensä joukko muttei yhtenäinen, 
jatkuva, suora. 
Jos lukusuoramalli kehittyisi samaa tahtia oppilaiden lukukäsitteen kanssa, oppi-
laat saattaisivat kiinnittää paremmin huomion siihen, että uusia lukuja – rationaalilu-
kuja – voidaan sijoittaa tuttujen kokonaislukujen väliin. Oppilaille voisi muodostua 
helpommin ajatus yhdest¨ os idea rationaalilukujen tiheydest¨a lukusuorasta ja my¨ a tu-
lisi konkreettisemmaksi. Kehittyv¨ odynt¨ a voitaisiin tukea an lukusuoramallin hy¨ amist¨
murtolukujen kuvallisten representaatioiden kanssa. Tämä voisi auttaa esimerkiksi 
sekalukujen sijoittamisessa kehittyvälle lukusuoralle. 
5.5 Murtoluvun eri representaatiot 
Murtolukuja voidaan kuvata esimerkiksi symboleilla (desimaali- tai murtolukumer-
kintänä) tai visuaalisia ja konkreettisia malleja hyödyntäen. Behr ym. (1983) kuvaa-
vat vuorovaikutuksia viiden eri representaatiosysteemin 1) arkiel¨ an tilanteet, 2) am¨ 
opetusvälineet, 3) kirjoiteutut symbolit ja lauseet, 4) puhuttu kieli ja symbolit ku-
ten looginen pä¨ alill¨attely (tai, ja) ja 5) kuvat v¨ a. Tutkijoiden mukaan useat ongel-
mat voidaankin ratkaista hyodynt¨ am¨ all¨ ä useampaa representaatiosysteemia.¨ Kuvat 
ja konkreettiset välineet voivat toimia välittäjinä arkielämän tilanteiden ja matemaat-
tisen symbolikielen välillä, kuten puhuttu kieli voi toimia välittäjänä arjen tilanteen 
ja kuvan v¨ a tai kuvan ja kirjoitettujen symbolien v¨ a. Konkreettisilla v¨ aalill¨ alill¨ alineill¨ 
voidaan esimerkiksi aluksi havainnollistaa symbolein kirjoitettua laskua, seuraavak-
si voidaan ratkaista tehtävä välineitä hyödyntäen ja lopuksi palata takaisin ja antaa 
vastaus symbolimuodossa. 
Tutkijoiden mukaan opeuksessa käytetyimpiä malleja ovat kuitenkin erilaiset 
geometriset kuviot, joukkomallit ja lukusuora. Gabrielin ym. (2013) tutkimukses-
sa, jossa oppilaiden tehtav¨ ¨ a oli valita kuvien joukosta sopivin malli esitt¨ a¨an¨ am¨an 
tiettyä murtolukua, oppilaat suosivat vastauksissaan yhtenäisiä kuviomalleja, vaik-
ka joukkomallejakin oli tarjolla. Ilmeisesti kuviomallit olivat oppilaiden mielestä 
helpommin tulkittavia. Hamdan ja Gunderson (2017) vertaisivat keskenäan¨ pinta-
alamallin ja lukusuoramallin vaikutusta murtolukujen oppimiseen. Lukusuoramal-
lin käyttöä opetelleet oppilaat pystyivät toimimaan paremmin uuden tehtävätyypin 
kanssa kuin pinta-alamallin käyttöä opetelleet oppilaat. Tutkijat päättelivät lukusuo-
ramallin olevan pinta-alamallia tehokkaampi havainnollistamaan murtolukuja. T¨ aam¨ 
olisi hyvä ottaa huomioon representaatiota valitessa, sillä pinta-alamalli on lukusuo-
ramallia yleisemmin käytössä oleva representaatio. 
Koskon ja Wilkinsin (2010) tutkimuksen mukaan välineiden käyttö aktivoi mate-
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maattista kielentamist¨ a. Mit¨ ¨ an oppilaat k¨ at opetusv¨ a sit¨a enemm¨ ayttiv¨ alineit¨ a useam-
min heidän havaittiin kirjoittavan matematiikkaa ja keskustelevan matematiikasta. 
Toisaalta, mitä enemmän he kirjoittivat ja keskustelivat matematiikasta, sitä useam-
min he hyödynsivät välineitä. Tutkijat kehottavatkin, että opettajien tulisi hyödyntää 
kaikkia kolmea: havainnollistamisv¨ a, kirjallista ilmaisua ja keskustelua, ja k¨alineit¨ ayt-
tää niitä yhtä usein. Myos¨ Joutsenlahti (2003) kehottaa ajatuksen n¨ aksi teke-akyv¨ 
miseen esimerkiksi vihko- ja taulutyöskentelyssä kirjoittamalla ratkaisun joukkoon 
muutamia sanoja kuvaamaan sitä, mitä ollaan laskemassa. Esitystä voidaan tukea 
opettajajohtoisella keskustelulla tai vertaiskeskustelulla. 
Alajmin (2012) tutkimuksessa verrattiin keskenäan¨ USA:n, Japanin ja Kuwaitin 
1.–5. luokan matematiikan oppikirjoja murtolukujakson osalta. Tutkimuksessa todet-
tiin, että USA:ssa ja Kuwaitissa opetus aloitettiin jo ensimmäisellä luokalla ja oppi-
kirjat käyttivät paljon aikaa jo opitun kertaamiseen kuitenkaan saavuttamatta mainit-
tavaa hy¨ a. Japanissa murtolukujen opiskelu aloitetaan vasta kolmannella luokal-oty¨ 
la. Kirjojen kuvituksissa toistuvat osa kokonaisesta pinta-alamallit ja tilavuusmallit 
mehukannun muodossa, japanilaisessa kirjasarjassa hyödynnettiin myös lukusuoraa 
murtolukujen suuruusvertailussa. Tutkimuksessa nostettiin murtolukujen oppimisen 
kannalta tarkeiksi tekij¨ oiksi murtolukujen siltaaminen arkiel¨ ¨ a¨am¨an ja murtolukujen 
suuruuden ymm¨ aminen.art¨ 
5.5.1 Desimaaliluku- ja murtolukumuodon linkittyminen 
Rationaalilukuja voidaan esittää numerosymbolien avulla murtoluku- ja desimaa-
lilukumuodossa. Näiden kahden esitystavan yhdistäminen saattaa olla monelle op-
pilaalle suuri haaste matematiikassa. Tutkimusten mukaan oppilaat mieltav¨ at¨ ratio-
naaliluvut kahtena erillisenä lukujoukkona; murtolukuina ja desimaalilukuina, joille 
kummallekin on joukolleen ominaiset laskusäännöt (Vamvakoussi ym., 2011.) Tämä 
saattaa johtua siitä, että murtolukujen ja desimaalilukujen merkintätapa on erilainen, 
lukujen valinen¨ suuruusvertailu perustuu eri menetelmäan¨ ja aritmeettiset operaatiot 
ovat erilaiset. Ei siis ole ihme, että oppilaat eivat¨ hahmota, että kyseessä on yksi ja 
sama rationaalilukujen joukko. 
Oppilaiden tulisi erottaa toisistaan käsitteet luku ja sen esitysmuoto ja huomata 
se, että luvun eri esitysmuodoilla on sama vastinpiste lukusuoralla. (Vosniadou ym., 
2008; Vamvakoussi & Vosniadou, 2010.) Desimaalilukujen ja murtolukujen ajatte-
leminen erillisin¨ akyy hyvin esimerkiksi teht¨ a, joissa oppilaan a lukujoukkoina n¨ aviss¨ 
tulee sijoittaa lukuja annetulle lukuvälille. Jos lukuvälin päätepisteet on esitetty de-
simaalilukuina, oppilaat sijoittavat välille vain desimaalilukuja ja vastaavasti, jos 
pä¨ aksyv¨ alille vain mur-atepisteet on esitetty murtolukumuodossa, oppilaat hyv¨ at v¨ 
tolukuja. (Vamvakoussi & Vosniadou, 2012; Vamvakoussi ym., 2011.) 
Yhteyden n¨ alill¨akeminen murtoluku- ja desimaalilukumuodon v¨ a voi olla vai-
keaa aikuisellekin. Luokanopettajaopiskelija kysyi kesken opetukseni Mistä tiedän, 
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että 0,3 = 10 
3 ?. Pyysin hant¨ ä lukemaan a¨¨aneen desimaaliluvun ilman sanaa ’pilk-
ku’: nolla kokonaista kolme kymmenesosaa. Arkikielessä desimaalilukuja ilmaistaan 
usein luettelemalla numeroita ja lisäämällä sana ’pilkku’ sopivaan kohtaan, jolloin 
puheessa ei hyödynnetä kymmenjärjestelmää. Esimerkiksi luku 2,3 voidaan lukea jo-
ko ’kaksi pilkku kolme’ tai ’kaksi kokonaista kolme kymmenesosaa’. J¨ aisest¨alkimm¨ a 
ilmaisutavasta on helppo mietti¨ aisiin murtolukumuodossa. Murto-a miten luku esitett¨ 
lukumuodossa esitetyn rationaaliluvun desimaalilukumuoto saadaan laskemalla osoit-
tajan ja nimittäjän osamäar¨ ä, esimerkiksi 7 8 = 0, 875. Tämä tuntuu jäävän vähemmälle 
huomiolle matematiikan oppikirjoissa, joissa sen sijaan saatetaan jopa kannustaa 
opettelemaan tutuimpien murtolukujen desimaalilukuesitykset ulkoa. 
Resnickin, Nesherin, Leonardin, Magonen, Omansonin ja Peledin (1989) tutki-
muksessa tutkittiin amerikkalaisten, ranskalaisten ja israelilaisten oppilaiden desi-
maalilukujen hallintaa. Desimaalilukumuodon tulkitseminen oli monelle 4.–6.-luok-
kalaiselle oppilaalle hankalaa. Oppilailla oli vaikeuksia muuntaa murtoluku desi-
maalilukumuotoon. Oppilaat saattoivat huomioida vain osoittajan ja jättää nimittäjän 
huomioimatta, jolloin 3 4 muuntui muotoon 0, 3 tai 0, 003. Oppilaat saattoivat myos¨ 
huomioida vain nimittaj¨ an¨ ja jatt¨ ää osoittajan huomioimatta, jolloin esimerkiksi 3 4 
muuntui muotoon 0, 04 tai 0, 4. Oppilaat saattoivat myös tehdä niin sanotun synteet-
tisen muunnoksen, jolloin 3 4 muuntui muotoon 3, 4 tai 0, 34. 
Vä¨ a tulkintoja voi aiheutua siit¨ari¨ akin, jos oppikirjoissa murtolukuihin ja desi-
maalilukuihin liittyviä aiheita käsitellään toisistaan irrallaan eikä samanaikaisesti tai 
peräkkäin toisiinsa linkitettyinä. Gabriel ym. (2013) tutkivat Belgian ranskankieli-
sen alueen 4., 5. ja 6. luokan oppikirjoja. Tutkimuksessa todettiin, että suurin osa tut-
kimuksen oppikirjoista aloitti murtolukujen opetuksen osana kokonaisesta. Opetta-
jat näyttivät tukeutuvan proseduureihin enemmän kuin opetussuunnitelma suositteli, 
erilaiset käsitteelliset merkitykset esiteltiin ilman loogista järjestystä ja murtoluvut 
opetettiin ikään kuin omana aiheenaan, ilman linkitystä muuhun matematiikkaan. 
McMullen, Laakkonen, Hannula-Sormunen ja Lehtinen (2015a) tutkivat 3.- ja 
5.-luokkalaisten oppilaiden murtolukukäsitteen kehittymistä yhden vuoden aikana. 
Oppilaiden osaamista mitattiin testill¨ aisi, kuinka hyvin op-a kolme kertaa, jotta selvi¨ 
pilaat hallitsevat murtolukujen ja desimaalilukujen suuruuden ja tiheyden. Tehtav¨ at¨ 
sisälsivät kahden murtoluvun (kahden desimaaliluvun) suuruuksien välistä vertai-
lua, annettujen murtolukujen (desimaalilukujen) järjestämistä suuruusjärjestykseen 
ja kysymyksiä, kuinka monta murtolukua (desimaalilukua) oli annetulla lukuvälillä. 
Oppilaat luokiteltiin osaamisensa mukaan neljä¨ asitteellinenan eri luokkaan: matala k¨ 
hallinta (matala osaaminen), keskitasoinen käsitteellinen hallinta (keskitason osaa-
minen), hallitsee hyvin murtolukujen suuruuden eri representaatiot (representaatiot) 
ja hallitsee murtolukujen tiheyden käsitteen (korkea osaaminen). Tutkimuksessa tar-
kasteltiin sit¨ alill¨a, miten oppilaat liikkuivat luokkien v¨ a. Suurin luokka (matala) ei 
juurikaan muuttunut, mikä oli tutkijoiden mukaan huolestuttavaa. Toisaalta ne oppi-
laat, jotka välillä siirtyivät korkeimpaan luokkaan, saattoivat seuraavassa mittaukses-
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sa palata takaisin alempaan luokkaan, joten saavutettu taito ei ollut pysyväa.¨ Tutki-
muksessa löydettiin esimerkiksi oppilaita, jotka hallitsivat hyvin aikaisemmassa mit-
tauksessa suuruuden ja myöhemmässä mittauksessa myös tiheyden käsitteen. Tut-
kimuksessa ei löydetty sellaisia oppilaita, jotka olisivat aikaisemmin hallinneet ti-
heyden kasitteen,¨ mutta eivat¨ murtolukujen suuruutta ja jotka my¨ ass¨ohemm¨ a mit-
tauksessa olisivat osoittaneet myos¨ murtolukujen suuruuden hallintaa. T¨ a tutkijatast¨
päättelivät, että tiheyskäsitteen ymmärtääkseen oppilaan tulee ensin hallita murtolu-
kujen suuruus eri representaatioineen. 
Tuominen (2016b) tarkasteli tutkimuksessaan 7.-luokkalaisten oppilaiden mur-
tolukujen peruslaskutoimitusten kehittymistä yhden lukuvuoden aikana. Oppilaita 
mitattiin kolme kertaa kirjallisella testillä ja oppilaiden vastausten perusteella oppi-
laat luokiteltiin kuuteen oppimisprofiliin. Oppimisprofilien avulla pyrittiin tunnis-
tamaan niitä tietoja ja taitoja, jotka tukevat murtolukujen peruslaskutoimitusten oppi-
mista. Luonnollisten lukujen laskuj¨ a¨ on hallinta ja murtoluvun suuruuden arjestyss¨ann¨ 
ymmart¨ aminen¨ n¨ aisiv¨aytt¨ at tukevan murtolukujen peruslaskutoimituksien oppimista 
tai hallitsemista. Heikoiksi luokitelluilta oppilailta nuo taidot puuttuivat, eivätkä he 
edes tunnistaneet murtoluvun 1 3 desimaalilukumuodossa olevaa oikeaa esitystä vir-
heellisten vaihtoehtojen 0, 3 ja 1, 3 joukosta. Noin neljännes tutkimuksen oppilaista 
ei hallinnut luonnollisten lukujen laskuj¨ a¨ o¨ a kahdeksannen luokan arjestyss¨ant¨a viel¨
alussakaan. 
Murtoluvun ymmärtäminen osoittajan ja nimittäjän suhteena saattaa olla avain 
varhaiseen algebran hallintaan. DeWolf, Bassok ja Holyoak (2015) tutkivat, mitkä 
murtolukujen ominaisuuksista tai niihin liittyvistä taidoista olisivat kaikkein par-
haimpia ennustamaan myohemp¨ ää algebran osaamista. Aiemmin esitetyn Boothin 
ja Newtonin (2012) tutkimuksessa murtoluvun sijoittamista lukusuoralle osoittautui 
tärkeäksi osataidoksi murtolukujen ymmärryksen kehittymisessä. Murtoluvun sijoit-
taminen lukusuoralle koostuu kuitenkin kahdesta osatekij¨ a: vastaaja osaa laskea ast¨ 
osoittajan ja nimittaj¨ an¨ suhteen ja han¨ osaa sijoittaa saadun tuloksen, desimaalilu-
vun, lukusuoralle. DeWolfn ym. (2015) tutkimuksen mukaan erityisesti desimaa-
lilukujen suuruuden ymmärtäminen ja murtoluvun ymmärtäminen osoittajan ja ni-
mittäjän suhteena tukevat myöhempää algebran oppimista. 
5.5.2 Lukusuoramallin k¨ o oppikirjoissaaytt ¨ 
Oppikirjat kaytt¨ av¨ at¨ kuvituksessaan lukusuoraa mallintaessaan luonnollisia lukuja 
N. Ymmärtävätkö oppilaat kuitenkaan, että kyseessä on yksi ja sama lukusuora vai 
tulkitsevatko he näkevänsä esimerkiksi seuraavissa tilanteissa kolme erilaista lukusuo-
raa: ykköset, kymmenet ja sadat (kuva 6)?. 
Entä ajattelevatko oppilaat murtoluvuille ’oman lukusuoran’ tai lukujanan, ku-
ten esimerkiksi neljäsosille (Kuva 7)? Johtuisivatko oppilaiden ongelmat sekaluku-
jen sijoittamisessa lukusuoralle siitä, että lukusuoraesitykset luonnollisille luvuille ja 
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Kuva 6. Lukusuorat kuvaamassa lukuv¨ a 0–10, 0–100 ja 0–1000 alej ¨ 
murtoluvuille eiv¨ a yhdeksi ja samaksi lukusuoraksi? at linkity oppilaan mieless¨
Kuva 7. Nelj ¨ alill ¨asosat lukuv¨ a 0–1 
Tutkimusten mukaan, kun annettu lukualue on yli yhden, oppilailla on taipu-
mus tulkita koko lukualue yhtenä kokonaisena (Ni, 2000; Hannula, 2003; Cramer & 
Wyberg, 2009; Gabriel ym., 2013). Ni (2000) havaitsi, että oppilailla oli vaikeuk-
sia sijoittaa murtolukuja lukusuoralle, vaikka lukusuora oli mallina entuudestaan tut-
tu. Oppilaat saattoivat ajatella annettua lukuväliä ’kokonaisena’ eivätkä huomioineet 
annettuja v¨ a¨ a. Toisin sanoen oppilaat eiv¨ art¨ a luku 1 alin p¨atepisteit¨ at ymm¨ aneet, ett¨
tarkoittaa yhtä kokonaista, joka tulisi sijoittaa esimerkiksi lukuv¨ a 0–5 yhden vii-alill¨
desosan päähän nollasta. Oppilaat mielsivät mieluummin oikean puoleisen kuvan 
nuolen osoittavan kohdan esittävän murtolukua 1 2 kuin vasemman puoleisen kuvan 
nuolen osoittaman kohdan (Kuva 8). Kun oppilas n¨ an merkitsee luvunakee janan, h¨ 1 2 
paikaksi janan puoliv¨ a suureen osaanalin. Kokonaisen janan jakaminen kahteen yht¨
puolikkaan löytämiseksi ohittaa konkreettisempana janan päätepisteen antaman ab-
straktin informaation ’2’, minkä oppilas jättää helposti huomioimatta. 
Kuva 8. Kummassa kuvassa nuoli osoittaa lukua 1
2 ? (Ni, 2000). 
5.6 Havainnollistamisen vaikutus murtolukujen oppimi-
seen 
Onko havainnollistamisesta hy¨ a oppimisessa? Carbonneau, Marley ja Selig (2013)oty¨ 
k¨ at l¨ aytettiin konkreettisia ope-aviv¨ api 55 tutkimusta, joissa koeryhmien kanssa k¨ 
tusvälineitä kontrolliryhmien toimiessa matemaattisten symbolien kanssa ilman kon-
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kreettisia valineit¨ a.¨ Tutkimuksissa kohteena olleet oppilaat olivat ikäjakaumaltaan 
ensimmäisen luokan oppilaista yhdeksäsluokkalaisiin ja osallistujien määrä tutki-
muksissa vaihteli 12 ja 1666 välillä. Aihepiirit sisälsivät kymmenjärjestelmää, al-
gebraa, geometriaa ja murtolukuja. Tutkimuksien päätulokset vaihtelivat, välillä koe-
ryhmä p¨ asi paremmin konkreettisine v¨ alillä kontrolliryhmä symbo-arj¨ alineineen, v¨ 
lien kanssa, joissakin tutkimuksissa ei havaittu eroa ryhmien v¨ a ollenkaan. Vii-alill¨
destäkymmenestäviidestä tutkimuksesta viisitoista keskittyi murtolukuteemaan. Mie-
lenkiintoista olikin huomata, että murtolukuihin keskittyvistä tutkimuksista yhdessä-
toista tutkimuksessa koeryhmä oli p¨ annyt kontrolliryhm¨a paremmin ja nelj¨ aarj¨ a¨ ass¨ 
eroa ei ollut havaittavissa ryhmien valill¨ a.¨ Olisiko siis niin, että erityisesti murtolu-
kuteemassa konkreettiset välineet tukevat oppimista? 
Mossin ja Casen (1999) mukaan ympyr¨ a oppi-amallin rajoitukset voivat olla syyn¨
laiden vaikeuksiin murtolukujen kanssa, sill¨ amalli saattaa vahvistaa luonnol-a ympyr¨ 
lisiin lukuihin tukeutumista. Esimerkiksi määrittäessään väritetystä piirroksesta mur-
tolukua 3 vastaavan osan, lasten tulee laskea ensin palojen lukumäärä ja sitten vielä,4 
kuinka monta palaa on varitetty.¨ Molemmat vaiheet kiinnittav¨ ät huomion luonnolli-
siin lukuihin, eikä lapsen tarvitse v¨ am¨ a pohtia lukujen 3 ja 4 v¨ a suhdetta.altt¨ att¨ alist¨
Mossin ja Casen ennakoima luonnollisten lukujen suosiminen ei kuitenkaan näkynyt 
Cramerin ym. (2002) tutkimuksessa, jossa ympyrämalli oli yksi käytetyimmistä mal-
leista. Koska tutkimuksessa k¨ os jatkuvaa kokonaista, mehukannua, ja aytettiin my¨ 
koska kokonaisen esitysmuoto vaihteli, v¨ a kokonainen esitetiin suorakulmiona alill¨
tai nauhana, saattoivat nämä eri esitysmuodot yhdessä ehkäistä virhekäsityksen syn-
tyä. 
Van den Heuvel-Panhuizen (2003) tutkimuksessa puolestaan selvitettiin prosent-
tikäsitteen kehityskaarta erilaisia malleja hyödyntäen. Opetus aloitettiin yksinker-
taisten piirrosten avulla, jossa oppilaiden tehtävänä oli arvoida teatterin tai parkki-
paikan täyttöastetta. Seuraavaksi siirryttiin palkkimalliin, joka kuvasi parkkipaikan 
taytt¨ oastetta. Palkkimallin k¨ ¨ o kehittyi tutkimuksen edetess¨aytt¨ a. Oppilaat oivalsivat, 
ett¨ a prosentteja ett¨a samalla palkkimallilla voidaan kuvata sek¨ a murtolukuja. Steffe ja 
Olive (2010, 77, 99, 259, 305) tutkivat koululaisten murtolukukäsitteen kehittymistä 
hyödyntäen tietokoneohjelmaa, joka mahdollisti janan jakamisen helposti keskenään 
yhtä suuriin osiin. Oppilasta pyydettiin esimerkiksi jakamaan annettu jana puoliksi 
ja sitten viel¨ a¨ a suureen osaan Sitten oppilaalta kysyttiin, kuinka a puolikas nelj¨an yht¨
pitkä saatu jana on alkuperäiseen janaan verrattuna. Tutkija haastatteli oppilasta sa-
malla tämän suorittaessa tehtäviä. Oppilaat osasivat muodostaa yksikkömurtolukuja, 
mutta heillä oli vaikeuksia tuottaa murtolukua, joka koostuu samankokoisista osis-
ta, eli osoittaja oli suurempi kuin yksi. Myos¨ sekalukujen ymm¨ aminen hankaloi-art¨ 
tui, jos oppilas ajatteli murtolukua osana kokonaisesta. Toisena kuviomallina tutkijat 
käyttivät suorakulmiota, mutta ympyrämallia ei hyödynnetty - ei edes pitsatehtävissä. 
Hamdan ja Gundersonin (2017) tutkimuksessa selvitettiin, miten erilaiset repre-
sentaatiot, lukusuora ja pinta-alamalli, vaikuttivat oppilaiden murtoluvun suuruuden 
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hahmottamiseen. Tutkimuksessa keskityttiin nuoriin oppilaisiin (2.- ja 3.-luokkalai-
siin), jotta oppilailla ei olisi entuudestaan kokemuksia kummastakaan mallista mur-
tolukujen yhteydessä. Tutkimuksessa oli kolme ryhmää: ensimmäiselle ryhmälle ope-
tettiin yksikkömurtolukuja lukusuorarepresentaation avulla, toinen ryhmä opiske-
li pinta-alamallin avulla, jossa suorakulmio esitti kokonaista ja kontrolliryhmä te-
ki ristisanoja. Lukusuoraryhmä p¨ asi muita paremmin lukusuorateht¨ a, pinta-arj¨ aviss¨ 
alaryhmä pinta-alatehtävissä, mutta ainoastaan lukusuoraryhmä pystyi siirtämään 
osaamistaan uuteen aiheeseen: symbolimuodossa esitettyjen murtolukujen suuruus-
vertailuun. Niiss¨ aviss¨a suuruusvertailuteht¨ a, joissa luonnollisten lukujen ominaisuuk-
siin tukeutuminen ohjaa oikeaan vastaukseen, saavutettiin kaikissa ryhmissä lähes 
kattoefekti. Niissä tehtävissä, joissa luonnollisten lukujen ominaisuuksiin tukeutu-
minen ohjasi virheelliseen ratkaisuun, lukusuoraryhmä pärjäsi muita paremmin ku-
ten myos¨ teht¨ a, joissa oppilaat eiv¨ ajiäaviss¨ at voineet vain verrata osoittajia tai nimitt¨ 
keskenä¨ an tuli tulkita murtoluvut lukuina. Tutkimus osoitti, ett¨an, vaan heid¨ a oppi-
laat, joilla on vasta hyvin vähän kokemusta murtoluvuista näyttäisivät hyötyvän lu-
kusuoramallinnuksesta ja opitut taidot pystyttiin siirtämään uuteen tehtävätyyppiin. 
Tutkijat selittävät havaintoaan sillä, että lukusuoramalli yhdistää numeerisia ja spati-
aalisia ominaisuuksia, mikä on oleellista murtoluvun suuruuden ymm¨ amisess¨art¨ a ja 
suuruusvertailussa. 
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6 Murtolukukäsitteen kehittyminen 
6.1 Varhainen lukukäsitys 
Luonnollisten lukujen lukuk¨ a jo varhaisessa lapsuudessa tu-asitys on alkanut kehitty¨
keutuen puhuttuun kieleen ja sormilla laskemiseen. Wynnin (1990) tutkimus osoit-
ti, että jo 2–3-vuotiaat lapset osaavat erottaa erehtymättä lukumääränä sanan yksi 
lukumä¨ ast¨ am¨ am¨ a lapsia antamaan nukelle ar¨ a kaksi tai kolme. T¨ a todettiin pyyt¨ all¨
yhdestä kuuteen esinett¨ a¨a. Subitisaatiota eli lukum¨arien suoraa hahmottamista las-
kematta, hyödynnetään esikielellisessä laskemisessa, kun halutaan selvittää nopeasti 
pieniä lukumääriä. Katsojalla on välitön varmuuden tunne siitä, kuinka monta kappa-
letta esineitä on. Esikielellisiä laskutoimituksia hyödynnetään myös vastauksen suu-
ruusluokan arvioinnissa. Silloinkin laskeminen tukeutuu kieleen perustuvien algorit-
mien kaytt¨ ö ̈  aiset lapset ja alaluokkien oppilaat p¨attelevat¨ yhteen- ja on. Esikouluik¨ a¨ 
vähenneslaskutehtävien vastauksia käyttämällä apunaan a¨¨aneen tai puoliääneen luet-
telemista. (Gallistel & Gelman, 1992.) 
Piaget´n (1956) mukaan lapsen lukuk¨ a on havaittavissa asitteen kehittymisess¨
kolme vaihetta. Alkuun lapsi on vielä epävarma lukumäärästä. Jos esimerkiksi mar-
morikuulia asetetaan kahteen jonoon, niin lapsi saattaa laskea huolimattomasti ja 
saada jonoille eri lukumäärän vaikka marmorikuulia olisikin yhtä paljon. Seuraavas-
sa vaiheessa lapsi osaa asetella marmorikuulat rinnakkkain yksi yhteen -vastaavutta 
tavoitellen, jolloin han¨ n¨ a kuulia on yht¨ a¨akee, ett¨ a paljon. Jos toinen jono levitet¨an 
laajemmalle alueelle, lapsi päättelee nyt, että kuulia on enemmän kuin pienemmällä 
alueella olevassa kuulajonossa. Kuulien fyysinen asettelu, jono naytt¨ ää suuremmal-
ta, ohittaa aikaisemman tiedon lukumä¨ ast¨ar¨ a. Vasta kolmannessa vaiheessa lapsi pys-
tyy luottamaan marmorikuulien lukumäar¨ an¨ pysyvyyteen. Nyt lapsi johdonmukai-
sesti antaa saman vastauksen riippumatta siitä, miten kuulat asetellaan. Kuulien lu-
kumäärä säilyy. (Piaget, 1956, 41–48.) Tämä vastaava fyysiseen kokoon liittyvä tu-
keutuminen nakyy my¨ os¨ murtolukujen sijoittamisessa annetulle lukuvälille. Oppilas 
sivuuttaa annetun lukuvalin 0–2 p¨ äätepisteiden antaman informaation ja sijoittaa lu-
1vun koko janan puoliväliin eikä lukujen 0 ja 1 puoliväliin (Kuva 8).2 
Lukumäärän muutos yhden yksikön verran on helpompi havaita pienemmillä lu-
vuilla 1 → 2 kuin suuremmilla luvuilla 5 → 6, jolloin usein joudutaan jo tukeutu-
maan kielelliseen laskemiseen (Hannula-Sormunen, Mattinen, Ras¨ änen & Ruusuvir-
ta, 2018). Kun lukumäärät esitetään esinein, esinejoukkojen välinen suuruusvertailu 
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on helpompaa esimerkiksi vertailupareille 1 vs. 3 kuin 11 vs. 13, sillä pienemmillä 
luvuilla jälkimmäinen lukujoukko (3) näyttää kolminkertaiselta ensimmäiseen lu-
kujoukkoon (1) verrattuna, kun taas suuremmilla luvuilla lukujoukot näyttävät yhtä 
suurilta, vaikka ero vertailtavien lukujoukkojen välillä on kummassakin kaksi yk-
sikköa.¨ 
Jo pienet lapset osaavat asettaa esineitä koon perusteella suuruusjärjestykseen, 
joten sen t¨ arjestys on hallinnassa, seuraa-aytyy olla varhainen taito. Kun suuruusj¨ 
vaksi lapsi osaa vertailla lukumääriä keskenään. Ennen kuin lukumäärästä on tullut 
pysyvä ominaisuus, voidaan laskettavien esineiden fyysisellä asettelulla häiritä lu-
kumäärän hahmottamista, kuten edellä kerrottiin marmorikuulien kanssa. Kun lu-
kumäar¨ ä on hallinnassa, seuraavassa vaiheessa lapsi tai oppilas alkaa verrata lu-
kumä¨ alisi¨ a¨arien v¨ a suhteita kesken¨an. Jos ajatellaan joukkoja A ja B, joissa on vas-
taavasti kuulia kahdeksan ja neljä kappaletta, niin lukumäärävaiheessa oleva oppilas 
saattaisi ilmoittaa että Joukossa A on nelj¨ an kuin joukossa B. Oppilasa kuulaa enemm¨ 
joka ymm¨ a¨ alisi¨ a Joukossa B on puolet joukon art¨a jo lukujen v¨ a suhteita voi todeta, ett¨
A määrästä. Lukujen suuruusvertailussa on siis havaittavissa kolme vaihetta: 1) fyy-
sisen koon mukaan järjestäminen, 2) lukumäärän (tai luvun) mukaan järjestäminen 
ja 3) lukujen välisen suhteen mukaan järjestäminen. 
Murtolukujen sijoittaminen lukusuoralle niin, että lukujen suhteelliset koot huo-
mioitaisiin, ei onnistu välttämättä vielä aikuiseltakaan. Silfverberg ja Tuominen (2016) 
tutkivat sitä, miten hyvin luokanopettajaopiskelijat hallitsivat murtolukujen eri repre-
sentaatioiden valisi¨ ä yhteyksia.¨ Kun opiskelijat sijoittivat murtolukuja lukusuoral-
le, osa opiskelijoista huomioi murtolukujen keskinäisen suuruusjärjestyksen, mutta 
he eivät huomioineet lukujen keskinäistä etäisyyttä. Erään opiskelijan vastaukses-
sa esimerkiksi murtoluku 5 6 näytti sijaitsevan yhtä kaukana luvusta yksi kuin luku 
4 
3 . Vaikka murtolukujen algebralliset suuruussuhteet hahmotettiin, ne eivät siirtyneet 
lukusuoran geometriseen malliin pisteiden v¨ aisyyksien suhteiksi.alisten et¨ 
Osa lapsista tarkkailee maailmaa jo ennen esikouluikä¨ a¨a ’matematiikkalasit’ p¨as-
sään. Lapset, jotka spontaanisti kiinnittävät huomiota lukumääriin (Spontaneos Focu-
sing On Numerosity, SFON) saavat enemmän harjoittelua lukumääristä ja lukuisuuk-
sista kuin lapset, joiden huomio kiinnittyy tehtävässä muihin piirteisiin. (Hannula-
Sormunen & Lehtinen, 2005). Pitkitt¨ ass¨aistutkimuksella tutkittiin, miten esikoului¨ a 
havaittu spontaani lukumä¨ akyy kuusi vuotta my¨arien havaitseminen n¨ ohemmin mur-
tolukujen yhteydessä. Ne oppilaat, joilla 6-vuotiaana oli ollut keskimääräistä kor-
keampi SFON-taipumus tulivat suuremmalla todennäköisyydellä luokitelluiksi mur-
tolukukasitteen hallitsevien ryhm¨ ään 12-vuotiaana. Tutkimuksen mukaan lasten SFON-
taipumus oli yhteydess¨ asitteelliseen hallintaan, vaikka varhaiset lu-a murtolukujen k¨ 
kujonotaidot huomioitiin. (McMullen, Hannula-Sormunen & Lehtinen, 2015b) 
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6.2 Tukeutuminen luonnollisten lukujen (NNB) ominai-
suuksiin 
Luonnollisten lukujen 1, 2, 3, 4, ... ja kokonaislukujen ..., -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3,... yk-
si t¨ a ominaisuuksista on seuraajan olemassa olo. Tied¨ a lukuarkeimmist¨ amme, mik¨
tulee heti seuraavaksi ja mikä luku on edellinen. Oppilaat mieltävät luvut sellaisiksi, 
joita voidaan luetella peräkkäin. Seuraava suurempi luku saadaan helposti lisäämällä 
edelliseen luku 1. Joukon alkioiden lukumä¨ an ilmaisee laskiessa luettelemalla saa-ar¨ 
tu viimeinen luku. (Siegler ym., 2011.) Oppilaat ovat my¨ a kerrottaes-os oppineet, ett¨
sa luonnollinen luku yhtä suuremmalla luonnollisella luvulla vastaus on alkuperäistä 
lukua suurempi ja jaettaessa vastaus on pienempi (Vamvakoussi & Vosnidou, 2010). 
Edellä esitettyihin ominaisuuksiin nojaavat virhekäsitykset rationaalilukujen yhtey-
dessä ovat oppilailla yleisiä (Bailey ym., 2014; Siegler ym., 2011; Gallistel & Gel-
man, 1992). 
Van Dooren (2015) esittää yhteenvetona, että on neljä syytä miksi systemaattinen 
virhekäsitys voi muodostua laajennettaessa lukualuetta rationaalilukuihin: 1) Ratio-
naaliluvun suuruuden mä¨ amiseksi ei voida en¨a helposti k¨ a¨aritt¨ a¨ aytt¨a luonnollisista 
luvuista tuttua luettelumenetelmää. Myöskään luonnollisten lukujen kanssa hyvin 
toiminut strategia, jonka mukaan suuremmassa luvussa on enemmän numeroita, ei 
enä¨ at noudata luonnollis-a toimi. 2) Murtolukujen kerto- ja jakolaskuproseduurit eiv¨ 
ten lukujen ominaisuuksia. 3) Luonnollisilla luvuilla on yksikäsitteinen lukusymbo-
li, esimerkiksi luku 120 merkitään numeroilla 1, 2 ja 0 tässä järjestyksessä, kun taas 
murtoluku voidaan esittää a¨¨arettömän monella eri tavalla, esimerkiksi 1 = 2 = 3 = 642 
10 
5 = . . . . 4) Luonnolliset luvut ovat diskreettejä ja jokaiselle luvulle on olemassa 
yksik¨ a ja yksik¨asitteinen seuraaja, mutta rationaaliluvut ovat tiheit¨ asitteinen seuraaja 
puuttuu. 
Ni ja Zhou (2005) kutsuivat aluksi ilmiot¨ ä kokonaislukujen suosimiseksi who-
le number bias, mutta sittemmin sitä on ryhdytty kutsumaan luonnollisten lukujen 
suosimiseksi Natural Number Bias (NNB) (Vamvakoussi, van Dooren & Verschaf-
fel, 2012; van Hoof, van de Walle, Verschaffel & van Dooren, 2015; Vamvakoussi 
2015). Tämä luonnollisten lukujen ominaisuuksiin nojaaminen aiheuttaa ongelmia 
murtolukuk¨ art¨ a ja murtolukujen peruslaskutoimituksissa. Ninasitteen ymm¨ amisess¨
ja Zhoun (2005) mukaan opetuksessa pitäisikin paremmin huomioida ristiriita aiem-
man lukukäsitteen kanssa ja ymmärtää tarve käsitteellisen tietorakenteen uudelleen 
järjestelylle. Jos käsitteellistä ristiriitaa ei tiedosteta, on riskinä se, että oppilas ajat-
telee murtolukuja eräänlaisena luonnollisten lukujen laajennuksena luonnollisten lu-
kujen ominaisuuksineen. Tah¨ ¨ asitteen uudelleen muodostamiseen tulisikinan lukuk¨ 
opetuksessa kiinnittää enemmän huomiota. Silfverbergin ja Tuomisen (2016) tutki-
muksessa luonnollisten lukujen ominaisuuksiin tukeutuminen näkyi vielä koulute-
tuilla aikuisillakin, mikä osoittaa ilmion¨ intuitiivista ja pysyvää luonnetta. 
Sieglerin (2003) mukaan opettajan on tärkeä tiedostaa, miten oppilaat tyypillises-
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ti oppivat tiettyjä taitoja ja k¨ a. T¨ a lis¨asitteit¨ am¨ aksi opettajan tulee tiedostaa mahdol-
liset ongelmakohdat ja miettiä ohjeistettuja harjoitteita, joilla saadaan parempia op-
pimistuloksia. Nin ja Zhoun (2005) mukaan tulee myös huomioida aiemmin opittu. 
Vaikka jokin opetusväline tai -menetelmä saattaa olla toista välinettä tai menetelmää 
tehokkaampi, oppilaan oppimista ei kuitenkaan taysin pystyt¨ ä kontrolloimaan, sillä 
oppilaan aikaisempi tietämys ja oppimishistoria vaikuttavat aina uuden asian oppimi-
seen. Tämä pyrittiin ottamaan huomioon väitöskirjatutkimuksen intervention suun-
nittelussa ja kohderyhmän valinnassa. Interventio toteutettiin nimenomaan kolmas-
luokkalaisten eik¨ asluokkalaisten tai vanhempien oppilaiden kanssa,a esimerkiksi nelj¨ 
joilla olisi jo pidempi oppimishistoria murtoluvuista. 
Vamvakoussin ym. (2012) mukaan luonnollisten lukujen ominaisuuksiin tukeu-
tuminen tulee nähdä yhtenä lukukäsitteen kehitysvaiheena, mikä tulee ottaa huo-
mioon opetuksessa. Se voi luoda mahdollisuuksia oikeanlaisten tietorakenteiden syn-
tymiselle, mutta toisaalta se voi johtaa virhekäsityksiin ja virheellisiin proseduurei-
hin. 
6.2.1 NNB murtolukujen suuruusvertailussa 
Luonnolliset luvut ja kokonaisluvut yleisemmin on helppo asettaa suuruusjärjestyk-
seen tutkimalla, mihin kohtaan vastaavaa lukujonoa kukin luku luettelemalla aset-
tuu. Tat¨ ä ajattelua ei voi hyodynt¨ ää rationaalilukujen kanssa, jotka eivat¨ muodosta 
vastaavaa suuruusj¨ a olevien lukujen jonoa. Oppilaalla saattaa olla vai-arjestyksess¨
keuksia yhdistää rationaalilukuja koskevaa tietoa kahdesta eri representaatiotapaa 
käyttävästä lähteestä, kytkös desimaalilukuesityksen ja murtolukuesityksen väliltä 
11puuttuu. Jos oppilas ei pysty sanomaan mikä annetuista luvuista , 0, 5 ja 0, 1 on,2 4 
suurin, ei han ymm¨ arr¨ ¨ a eri representaatioiden v¨ a eik¨a yhteytt¨ alill¨ a pysty sijoittamaan 
lukuja lukusuorallekaan (Gallistel & Gelman, 1992). 
Murtolukujen keskinäistä suuruutta verratessaan, oppilaat nojaavat tuttuihin piir-
teisiin ja vertaavat pelkästään murtolukujen osoittajia keskenään tai nimittäjiä kes-
kenä¨ at vertaa murtolukuja kesken¨an. Gabrielin ym. (2013) tutki-an, mutta he eiv¨ a¨ 
muksessa havaittiin, että murtolukujen suuruusvertailutulokset olivat heikompia ti-
lanteissa, joissa vertailtavissa murtoluvuissa oli sama osoittaja tai niillä ei ollut yh-
teisiä komponentteja ollenkaan, kuin tehtävissä, joissa vertailtavat murtoluvut olivat 
samannimisia.¨ 
Luonnollisten lukujen suosiminen saattaa n¨ a oppilaan virheellisen¨ a¨ aaky¨ a p¨attelyn¨ 
1 
8 merkitäan¨ vir-yksikkömurtolukujen suuruusvertailussa. Esimerkiksi murtoluku 
1 
6heellisesti suuremmaksi kuin , perustellen sillä, että 8 on suurempi kuin 6 (Mack, 
1993; Stafylidou & Vosniadou, 2004; Ni & Zhou, 2005). Luonnollisten lukujen suo-
siminen n¨ os desimaalilukujen v¨ a suuruusvertailuissa, joissa esimer-akyy my¨ alisiss¨
kiksi virheellinen v¨ a, ett¨aite 0,19 > 0,4 perustellaan sill¨ a 19 > 4 (Resnick ym., 1989; 
Wu, 2001). Tässä oppilas sivuuttaa kymmenjärjestelmän ja kiinnittää huomiota ai-
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noastaan siihen, mitä on pilkun oikealla puolella ja tulkitsee sen luonnollisena lu-
kuna. Havaintoni mukaan matematiikan oppikirjat saattavat myös tahattomasti tukea 
tätä virhekäsitystä esittelemällä desimaaliluvut aloittaen kymmenesosista ja vasta sit-
ten laajentamalla sadasosiin. Edellä esitetty virheellinen vertailustrategia toimiikin 
aluksi hyvin, esimerkiksi 0,8 > 0,6. 
Oppilaat saattavat kohdata k¨ a ristiriitoja yritt¨ a¨ aytt¨a luonnol-asitteellisi¨ aess¨an k¨ a¨
listen lukujen ominaisuuksia sellaisinaan murtolukutehtävissä. Konkreettiset välineet 
voivat auttaa tämän käsitteellisesti haastavan kohdan yli. Esimerkiksi murtoluku-
jen suuruusvertailutehtav¨ ä Luettele ainakin kolme keskenään erikokoista murtolukua, 
jotka ovat murtolukujen 1 3 ja
2 
3 v¨ alissä saa oleellisesti enemm¨ alt¨a, jos pohdin-an sis¨ o¨ 
taa tuetaan Murtokakkupaloin (Kuva 9). Samalla tehtävä pohjustaa tiheyskäsitettä, 
kun oppilas huomaa, että palojen pienentyessä löydetään lisää murtolukuja annetulle 
lukuvälille. 





6.2.2 NNB murtolukujen laskuproseduureissa 
Luonnollisiin lukuihin tukeutuminen n¨ os murtolukujen laskuproseduureis-akyy my¨ 
sa: Oppilas ei ajattele murtolukua lukuna, vaan hän käsittelee osoittajaa ja nimittäjää 
toisistaan erillisinä. Koska samannimisten murtolukujen yhteenlaskussa vain osoit-
tajat lasketaan yhteen, saattaa tam¨ ä tahattomasti kannustaa oppilasta kiinnitt¨ a¨am¨an 
huomion vain osoittajiin ja ohittamaan nimittaj¨ ¨ omin¨at laskun kannalta merkityksett¨ a. 
Virhekäsitys huomataan yleensä vasta myöhemmin. Testattaessa 4.-luokkalaisia ha-
vaittiin, että samannimisten murtolukujen yhteen- ja vähennyslasku hallittiin parem-
min kuin erinimisten murtolukujen yhteen- ja vähennyslasku (Gabriel ym., 2013). 
Erinimisten murtolukujen yhteen- ja vähennyslaskussa oppilas tekee usein sys-
temaattisen virheen: 1 2 +
21 = 53 (Ni & Zhou, 2005; Siegler, 2003). Oppilas käsittelee 
osoittajia ja nimittäjiä luonnollisina lukuina ja muodostaa kaksi laskutoimitusta, toi-
sin sanoen tekee tuplalaskun, joiden vastauksista hän kokoaa murtolukumuotoisen 
vastauksen (Ni & Zhou, 2005). Oppilailta n¨ a¨ arrys siit¨ a vain aytt¨a puuttuvan ymm¨ a, ett¨
samankokoisina paloina, yksikk¨ a, esitettyj¨ a¨ oyden pituus oin¨ a voidaan yhdist¨a. Jos k¨ 
on 2 m ja 17 cm, pituus voidaan ilmaista yhtenä lukuna ja yksikkönä: 217 cm, mutta 
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lukuja ei voida suoraan yhdistää ’19’, koska luvut kuvaavat erikokoisten palojen – 
metrien ja senttimetrien – määrää. Jos oppilas ymmärtää, minkä suuruisia murtoluku-
ja ollaan laskemassa yhteen, hän pystyy huomaamaan virheen laskualgoritmissaan, 
koska laskemalla saatu virheelinen vastaus on pienempi kuin ensimmäinen yhteen-
laskettavista 1 (Hecht, 1998). 2 
Tuplalaskusta on myos hy¨ oty¨ ¨ alinen kertolasku opitaan yleens¨a. Murtolukujen v¨ a 
helposti. Proseduurissa murtolukujen osoittajat kerrotaan keskenä¨ aj¨an ja nimitt¨ at ker-
rotaan keskenään. Tuplalaskun tuottaminen ja nojaaminen luonnollisiin lukuihin an-
taa tässä oikean tuloksen. Proseduurin oppiminen ei näytä vaativan linkin muodosta-
mista murtolukuk¨ alisen kertolas-asitteeseen, siksi monet oppivatkin murtolukujen v¨ 
kun pinnallisesti. Esimerkiksi Gabriel ym. (2013) havaitsivat tutkimuksessaan, että 
oppilaat saivat parempia tuloksia kertoessaan murtolukuja keskenään kuin kertoes-
saan murtolukua luonnollisella luvulla. Murtolukujen välinen kertolasku ei perustu 
oppilaiden k¨ alisest¨asitykseen luonnollisten lukujen yhteen- ja kertolaskun v¨ a yhtey-
destä (2 · 3 3 + 3), joten moni oppilas j¨a ilman k¨ a ymm¨ a siita,¨= a¨ asitteellist¨ arryst¨
mikä merkitys murtolukujen välisellä kertolaskulla on. 
6.3 Murtoluvun k¨ artamisen osatekij¨ oit¨ ¨asitteellisen ymm¨ a 
ja haasteita 
6.3.1 Murtoluku osana kokonaista 
Osa kokonaisesta -ajattelu on käsitteellinen perusta myöhemmille murtolukujen tul-
kinnoille ja murtolukujen välisille peruslaskutoimituksille. Murtolukujen peruslas-
kutoimitukset taas luovat pohjan algebralle (Ni & Zhou, 2005). Eras¨ syy murtolu-
kujen heikkoon ymm¨ amiseen on se, ett¨ asite opetetaan aluksi toimin-art¨ a murtolukuk¨ 
tana: Jaa pitsa viiteen yhtä suureen palaan ja ota niistä kolme. Seuraavaksi opete-
taan murtolukujen peruslaskutoimituksia symbolien avulla. Oppilailla on haasteena 
ymm¨ a¨ a esitetty toiminta liittyy yhteen-, kerto- ja jakolaskuun. (Wu art¨a, miten edell¨
2001.) Vaikka oppilaat osaavat jakaa pitsan kahdeksi puolikkaaksi, he eivät osaa aja-
tella puolta lukuna (Gallistel & Gelman, 1992). 
Vaikka murtolukujen oppimista on tutkittu vuosikymmeniä, niin yhä julkaistaan 
tutkimuksia oppilaiden haasteista ymmärtää murtolukuja (Siegler & Pyke, 2013; 
Van Hoof ym., 2013; Meert, Grégoire & Noël, 2010a, 2010b; DeWolf, Bassok & 
Holyoak, 2015 ks. myos¨ liite 1). Stafylidoun ja Vosniadoun (2004) mukaan esi-
merkiksi pinta-alamallinnuksissa oppilas ei kiinnitä huomiota osien keskinäiseen 
yhtäsuuruuteen, vaan hän saattaa hyväksyä yhdeksi kolmasosaksi osan ympyrästä, 
joka on jaettu puolikkaaksi ja kahdeksi neljäsosaksi. Oppilas ei välttämättä ymmärrä 
ajatusta kokonaisen jakamisesta yhtä suuriin osiin ellei sitä opetuksessa korosteta. 
Oppilaalla voi olla myos¨ vaikeuksia ymm¨ a¨ a murtoluku voi olla myos¨ suu-art¨a, ett¨
rempi kuin yksi. (Ni & Zhou, 2005.) Oppilas saattaa jopa mieltää murtoluvuiksi ai-
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noastaan luvut, jotka ovat lukujen 0 ja 1 valiss¨ a. T¨ ¨ a antaa viitteit¨ a, ett¨am¨ a siit¨ a oppilas 
ajattelee murtolukua osana jostain kokonaisesta esimerkiksi pitsasta. 
Gabrielin ym. (2013) tutkimuksessa tutkittiin miten Belgian ranskankielisen alu-
een 4.–6.-luokkalaiset osaavat järjestää murtolukuja suuruusjärjetykseen. Oppilail-
813le annettiin tehtäväksi asettaa luvut ja 1 suuruusjärjestykseen pienimmästä, ,4 2 4 
aloittaen. Neljäsluokkalaisista 55 % merkitsi luvun ’1’ suurimmaksi ja 22 % merkit-
si luvun ’1’ pienimm¨ aheni viides- ja kuudesluokkalaisten kohdalla, mut-aksi. Virhe v¨ 
ta edellen 30 % kuudesluokkalaisista merkitsi luvun ’1’ suurimmaksi. T¨ a osoittaaam¨
sen, että murtoluvun ajattelemista osana kokonaisesta on vaikea ohittaa ja yhtä koko-
naista pidetään suurimpana lukuna. (Gabriel ym., 2013.) Mahdollisimman joustava 
kokonaisen k¨ ohemmille murtolukujen tulkinnoille (Pitkethly & asite on pohjana my¨ 
Hunting, 1996). 
Murtolukujen tulkinta osana kokonaisesta tuntuu aluksi lupaavalta, sillä se mah-
dollistaa tukeutumisen luonnollisten lukujen ominaisuuksiin. T¨ a kuitenkin luoam¨
pohjaa virheelliselle ajatukselle, että murtoluvut olisivat lueteltavissa (Vamvakoussi 
2 
5ym., 2011) ja että esimerkiksi murtoluvun jälkeen heti seuraavaksi tulisi murtolu-




4 väliin murtoluvut 
103 ja 2 4 . T¨ a paljas-am¨vastaajista luetteli murtolukujen , ,3 4 4 
taa sen, että kyseiset vastaajat eivät ole miettineet, minkä kokoisia murtoluvut ovat. 
He ovat vain ensin luetelleet kolmasosia ja saavutettuaan yhden kokonaisen, he ovat 
jatkaneet luettelua neljäsosista, aloittaen ensin nollasta. 
6.3.2 Murtoluku murto-osan ottamisena 
Murto-osan ottamisessa jostakin luvusta voidaan hyödyntää mittaamista ja arvioin-
tia. Mittaamisen yhteydessä voidaan luontevasti esitellä lukusuora, jolla voidaan 
esittä¨ ohemmin jopa reaaliluvut (Vam-a niin luonnolliset luvut, rationaaliluvut kuin my¨ 
vakoussi & Vosniadou, 2010). Sieglerin ym. (2011) mukaan laajennettaessa lukua-
luetta rationaalilukuihin tulisikin pohtia ja korostaa sitä, mikä ominaisuus yhdistää 
luonnollisia ja muita lukuja. Tämä ominaisuus on luvun suuruus. 
On helpompi ottaa puolet jäätelöpaketista kuin yksi kolmasosa jäätelöpaketista. 
Puolikkaan ottamisessa riittää kun yrittää saada yhtä paljon kummallekin puolel-
le. Yhden kolmasosan ottaminen vaatii useamman vaiheen: ensin on jaettava asia 
kahteen osaan, kuitenkin niin, että pienempi osa mahtuisi kaksi kertaa suurempaan 
osaan. Seuraavaksi vielä puolitetaan suurempi osa. Oppilaille kolmasosan ottaminen 
saattaa visuaalisesti näyttäytyä kirjaimena Y tai Mercedes–Benz-merkin tekemisenä 
esimerkiksi pitsaan. 
Murtoluvulla kerrottaessa murtoluku voidaan ajatella operaationa, esimerkiksi 
1 
2 · 20 = 10 vastaa puolen ottamista luvusta 20. Hunting, Davis ja Pearn (1996) 
tutkivat pitkitt¨ asitteen kehit-aistutkimuksella 8–9-vuotiaiden oppilaiden murtolukuk¨ 
tymistä ja sen mahdollista tukemista tietokoneohjelman Copycat avulla. Ohjelmas-
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sa ei korostettu murtoluvun osuutta prosessissa, vaan oppilaat saivat itse oivaltaa 
sen operationaalisen merkityksen. Kontrolliryhmä teki koeryhmän kanssa vastaavan 
tyyppisiä tehtäviä ilman tietokonetta. Oppilaiden suoriutuminen tehtävistä oli lin-
jassa heidän kokonaislukutaitojensa kanssa. Tutkimukseen osallistuneiden oppilai-
den kokonaislukujen k¨ am¨asittelytaito kehittyi ja t¨ a puolestaan mahdollisti menes-
tymisen murtolukuteht¨ a. Tutkijoiden mukaan liian varhainen symbolisiin mer-aviss¨ 
kintöihin tutustuttaminen ennen kuin oppilaat ovat saaneet varsinaisesti kokemuk-
sia murtoluvuista, luo vain pohjaa virheellisille tulkinnoille. Tutkijat korostavat su-
juvaa kokonaislukujen hallintaa murtolukujen oppimisen pohjana. Murtoluvun tul-
kitseminen operaationa yksinkertaisimpien murtolukujen kohdalla on mahdollinen 
lähestymistapa murtolukukäsitteelle ja operationaalinen tulkinta täydentää aikaisem-
paa murtolukukäsitettä osana kokonaisesta. 
6.3.3 Symboliesityksen merkitys 
Yhtenä syynä siihen, miksi oppilaat kokevat murtoluvut vaikeina, on se, että op-
pilailta puuttuu murtoluvun käsitteellinen merkitys (Ni & Zhou, 2005). On tärkeää, 
että lapset puhuvat luvuista, jotka ovat esimerkiksi luonnollisten lukujen yksi ja kaksi 
valiss¨ a,¨ vaikka he eiv¨ aytt¨ a¨ a oikeita k¨ a. N¨at k¨ aisik¨an viel¨ asitteit¨ ain syntyy mielikuva 
luonnollisten lukujen välissä olevista luvuista ja luodaan pohjaa murtolukukäsitteelle 
(Gallistel & Gelman, 1992). Lapset pystyvät ajattelemaan ja pohtimaan ongelmia, 
joissa verrataan suhteita keskenäan¨ jo ennen varsinaista koulussa tapahtuvaa murto-
lukujen opetusta (McMullen, Hannula-Sormunen & Lehtinen, 2015b). Esimerkiksi 
Empsonin (1999) tutkimuksessa tutustuttiin murtolukuihin jakamistehtävien avulla. 
Viiden viikon mittainen interventio keskittyi 1.-luokkalaisten ratkaisuihin ja keskus-
teluihin tehtävissä, joissa jaettiin yhtä paljon eri määrälle henkilöitä. Intervention 
a¨ att¨jalkeen¨ oppilaat osasivat kaytt¨ ¨a muitakin strategioita kuin per¨ aistä puolittamista. 
Suurin osa oppilaista ymm¨ a¨ a¨ an v¨ a jaarsi k¨anteisyyden palojen koon ja lukum¨ar¨ alill¨
noin puolet ryhmästä osasi hyödyntää oppimaansa uudessa tilanteessa. 
Matematiikan opintojen edetessa yh¨ a enemm¨ ¨ alisi¨an tarkastellaan symboleiden v¨ a 
operaatioita. Jo pelkast¨ ä¨ atavan oppiminen ja sen yhdist¨an uuden merkint¨ aminen ai-
emmin opittuun lukukäsitykseen saattaa olla haasteellista oppilaille. (Ni & Zhou, 
2005.) Vaikka oppilaat voidaan tutustuttaa murtolukuihin jo melko nuorina, se ei tar-
koita sitä, että heidän tulisi vielä hallita myös murtoluvun symboliesitys. On hyödylli-
sempä¨ a¨ at pohtimaan suhteellisia m¨ari¨a luoda tilanteita, joissa oppilaat p¨asev¨ a¨ a (Mc-
Mullen, Laakkonen, Hannula-Sormunen & Lehtinen, 2015a). Mittaamisen periaa-
te, lasketaan kuinka monta kertaa mittayksikkö mahtuu mitattavalle kohteelle, antaa 
mahdollisuuden luoda pohjaa rationaaliluvuille. Kun mitataan esimerkiksi pöydän 
leveys hy¨ am¨ a jotain ep¨ alinett¨ a, huoma-odynt¨ all¨ astandardia mittav¨ a kuten mehupilli¨ 
taan, että mitta ei v¨ am¨ a menekäan¨ tasan mitattavaan asiaan. Taittamalla me-altt¨ att¨
hupilli kahtia saadaan hieman tarkempi mitta, puoli pilliä ja uudelleen taittamalla 
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puolikas saadaan selville yksi neljäsosa mehupillin pituudesta. T¨ a oppilaat huo-ass¨
maavat myös sen, että mitä pienempi mittayksikkö saadaan käyttöön, sitä tarkemmin 
voidaan vastaus ilmoittaa. 
Jo pienillä lapsilla on kyky laskea murtoluvuilla. Mix, Levine ja Huttenloche-
rin (1999) tutkimuksessa 3–7-vuotiaille lapsille näytettiin luonnollisia lukuja, mur-
tolukuja ja sekalukuja ilman symbolimuotoa. Murtolukuja havainnollistettiin ym-
pyran¨ muotoisilla valkoisilla kiekoilla, jotka oli jaettu neljäsosasektoreihin. Sekto-
reista oli mahdollista koota kokonaisia ja sekalukuja. Lapsille näytettiin esimerkiksi 
kolmeneljäsosaa kiekko, joka sen jälkeen piilotettiin näkyvistä. Seuraavaksi lapsil-
le näytettiin kuinka puolikas otettiin pois. Lapsi ei nähnyt jäljelle jäävää osaa, vaan 
hänen tuli päätellä oikea määrä annetuista vaihtoehdoista. Kehitystä tapahtui sekä 
luonnollisten lukujen laskemisessa että murtolukujen laskemisessa, mikä oli ristirii-
dassa sen oletuksen kanssa, että luonnollisten lukujen oppiminen häiritsisi murtolu-
kujen oppimista. (Mix ym. 1999.) Varhainen murtolukujen laskukyky ilmenee vain 
hieman sen jälkeen, kun lapsi on oppinut laskemaan luonnollisilla luvuilla lapsen 
ollessa noin nelj¨ a sek¨ aavuotias. Itse asiassa havaittiin, ett¨ a luonnollisten lukujen ett¨ 
murtolukujen oppimisessa on samoja kehitysvaiheita. Kyky laskea luonnollisilla lu-
vuilla saavutetaan, ennen lukujen symbolimuotojen oppimista. Vastaavasti kyky las-
kea murtoluvuilla kuvioita käyttäen ilmenee, ennen kuin on saavutettu taito käyttää 
murtoluvun symbolimuotoa. (Mix ym., 1999; Booth & Newton, 2012.) 
Oppikirjoissa saatetaan rajoittua esittämään murtoluku osana kokonaisesta ja las-
kusäännöissä korostuvat murtoluvun osoittajille tai nimittäjille tehtävät laskutoimi-
tukset, jolloin laskun k¨ am¨asitteellinen merkitys h¨ artyy (Ni & Zhou, 2005). Esimer-
kiksi kuudennen luokan matematiikan oppikirjassa murtoluvun kertominen luonnol-
lisella luvulla ohjeistetaan seuraavasti: Kerro osoittaja kertojalla, nimittaj¨ ä pysyy 
samana ja luonnollisella luvulla jakaminen vastaavasti: Kerro jakaja nimittaj¨ ¨ a,all¨ 
osoittaja pysyy samana (Koivisto, Salonen, Sintonen, Uus-Leponiemi & Ilmavirta, 
2009, 14). Jos oppilaalla ei ole kristallin kirkkaana mielessään se, kumpi murtoluvun 
komponenteista on osoittaja ja kumpi on nimittaj¨ ä, niin ohjeita on hankala noudat-
taa. Se, mitä murtoluvun suuruudelle edellä esitetyissä laskuissa tapahtuu, jää op-
pilaalta ehkäpä huomaamatta. Nin ja Zhoun (2005) mukaan opettajalla tulisi olla 
näkemys toiminnallisista, aiheeseen johdattelevista aktiviteeteista ja tarpeeksi aikaa, 
jolloin oppilailla olisi mahdollisuus ihmetella,¨ testata ja l¨ a¨oyt¨a ideat murtolukujen 
suuruusjärjestyksen ja ekvivalenttien murtolukujen taustalla. Nyt raportoitavassa in-
terventiossa pyrittiin erilaisin aktiviteetein ja aikaa käyttäen tukemaan murtolukujen 
suuruuden hahmottamista. 
Joutsenlahti ja Perkkilä (2019) tutkivat minkälaisia tulkintoja luokanopettajao-
piskelijat antavat symbolimerkinnälle 2 . Opiskelijoiden vastauksissa painottui osa3 
kokonaisesta -ajattelu, ’kaksi kolmesta’, johtuen luultavasti siita,¨ että tat¨ ä tulkin-
taa myos¨ oppikirjat ja opetussuunnitelmat tuovat esille. Erityisesti symbolimuotoi-
sen esityksen tulkitseminen suhteena, ’kahden suhde kolmeen’, tuotti opiskelijoil-
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le vaikeuksia. Joutsenlahti ja Perkkilä kehottavatkin oppimateriaalien laatijoita poh-
timaan, miten erilaiset opetusvälineet voisivat mahdollisimman hyvin tuoda esille 
murtolukumerkinnän erilaisia tulkintoja, ei pelkästään oppilaille, vaan myös opetta-
jille. Murtolukumerkinnän erilaiset tulkinnat tuleekin nostaa esille opettajankoulu-
tuksessa tulevien opettajien aineenhallinnan vahvistamiseksi ja siten kestav¨ an¨ oppi-
misen edistämiseksi. 
Mossin ja Casen (1999) mukaan oppilaiden vaikeudet johtuvat opetuskäytännöistä, 
jotka korostavat käsitteellisen ymmärryksen sijaan laskusääntöjen opettelua. Oppi-
laat pystyisivät itsekin päättelemään monet yksinkertaisimmista laskusäännöistä, mut-
ta tah¨ ¨ arjestelyt eiv¨ asuuruus ope-an opetusj¨ at kannusta. Esimerkiksi murtolukujen yht¨ 
tetaan proseduurin kautta irrallaan mallinnuksesta ja yhden kokonaisen merkitystä 
käsitellään riittämättömästi (Cramer ym., 2002). Kun oppilas ymmärtää, miksi jo-
kin proseduuri on tarkoituksenmukainen tietyssä tilanteessa, on hänelle esimerkiksi 
selvä¨ ahennyslaskussa tulee olla samat nimitt¨ ata se, miksi murtolukujen yhteen- ja v¨ aj¨ 
ja miksi kerto- ja jakolaskussa tällaista vaatimusta ei ole (Hecht, 1998). 
6.3.4 Murtolukumerkinnän tulkitseminen 
Suurin kompastuskivi Schneiderin ja Sternin (2010) mukaan on murtolukumerkinnän 
tulkitseminen. Oppilaan on hankala ymmärtää se, että osoittaja ja nimittäjä yhdessä 
mä¨ av¨aritt¨ at murtoluvun suuruuden. Rationaalilukujen eri esitysmuotojen, symbolie-
sityksen, kuten murtoluku-, desimaaliluku- ja prosenttiesityksen, ja kuvallisen esi-
tyksen hallinnalla on todettu olevan yhteys murtolukujen peruslaskutoimitusten ja 
yleensäkin matematiikan osaamisen kanssa (Siegler ym., 2011). 
Opetus ei tuo riittav¨ ¨ alisi¨asti esille luonnollisten lukujen ja murtolukujen v¨ a eroja 
eikä kiinnit¨ art¨a murtolukuja ja niiden mer-a huomiota oppilaiden yrityksiin ymm¨ a¨
kintätapaa, jota virheellisesti pidetään oppilaille itsestään selvänä. (Moss & Case, 
1999; Vamvakoussi & Vosniadou, 2010.) Oppilaat ilmaisevat ja merkitsevät lukuja 
melko huolettomasti ymmärtämättä sovittujen merkintätapojen noudattamisen mer-
kitysta.¨ Oppilaiden kyky k¨ a¨ a on tarpeellista, jotta opet-aytt¨a murtolukujen nimityksi¨
taja voi kommunikoida oppilaiden kanssa yhteisellä matematiikan kielellä (Mack, 
1995). 
Mack havaitsi, että oppilaat tulkitsivat luonnollisia lukuja murtoluvuiksi ja mur-
tolukuja luonnollisiksi luvuiksi. Esimerkiksi tehtävässä 2 − 3 8 oppilaat viittaisivat 
lukuun kaksi kokonaista kahtena kahdeksasosana eli oppilaat tulkitsivat mielessäan¨ 
luonnollisen luvun murtoluvuksi, jossa kokonaiset olivat osoittajana ja nimittaj¨ äksi 
oli lisätty laskussa olevan murtoluvun nimittäjä. Toisaalta oppilaat saattoivat oikaista 
symbolien merkitsemisessä ja kirjoittaa esimerkiksi yhteenlaskun 3 + 2 aluksi ilman 8 8 
nimittaji¨ ä niin, että vain vastaus on murtolukumuodossa: 3 + 2 = 5 8 . 
Puhekielessä käytetty typistynyt ilmaus kolmasosa yhden kolmasosan sijaan saat-
taa myös aiheuttaa hämmennystä oppilaissa. Kun oppilaan tuli merkitä yksi ja yksi 
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kolmasosaa, oppilas kirjoitti 1 3 selitt¨ a osoittaja on ’yksi’ ja nimitt¨ a on ’kol-aen, ett¨ aj¨
masosa’, siis yksi ja kolmasosa. Vastaavasti sekalukujen lukeminen ja merkitseminen 
tuotti osalle oppilaista vaikeuksia. Kun oppilaita pyydettiin kirjoittamaan esimerkiksi 
1 
8 , oppilaat kirjoittivat kyllä luvun oikein, mutta he selittivät, että ykkönen on koko-
naisia. (Mack, 1995.) 
Sekalukujen tulkitseminen on myos¨ osalle aikuisistakin haastavaa. Aikuisopis-
kelija osasi omien sanojensa mukaan muuntaa luvun 3 2 sekalukumuotoon, mutta sitä 
hän ei osannut sanoa, missä kohdassa lukusuoraa luku sijaitsi. Opiskelija ei muis-
tanut aiemmin nahneens¨ ä lukusuoraa murtolukujen yhteydessa,¨ mutta sektorimallit 
olivat h¨ os ajatus siit¨ a edell¨ a murtoluvussa on kolme anelle tuttuja. My¨ a, ett¨ a esitetyss¨
kappaletta kahdesosia oli hänelle uusi ajatus. (Opetuskeskustelu 2020.) Edellä kuvat-
tu tilanne kuvaa hyvin sen, kuinka irralliseksi asiaksi murtoluvut ja sekaluvut ovat 
jääneet muista lukujoukoista. 
Liitteeseen 1 on koottu tekstiss¨ a murtolukujen oppimiseen liittyvi¨a esiteltyj¨ a tut-
kimuksia julkaisuj¨ a.arjestyksess¨ 
6.4 Murtolukukäsitteen kehittymisen vaiheet 
Behrin ym. (1983) mukaan jakaminen yhtä suuriin osiin, yhtä suuruus, suuruusver-
tailu ja yksikkö ovat perusk¨ a ja ajattelutaitoja murtolukujen oppimisen taustal-asitteit¨
la. Seuraavaksi oppilas oppii esittam¨ ään jollain representaatiolla murtoluvun merkit-
semän määrän. Murtoluvun suuruuden ymmärtäminen on edellytyksenä, jotta murto-
lukujen suuruusvertailu onnistuisi, oppilas hallitsisi yhtä suuret murtoluvut ja murto-
lukujen yhteenlaskun ja kertolaskun. Tutkijat kehottavat hyodynt¨ am¨ ¨an yksikk¨a¨ omur-










8 ratkaisu voitaisiin saada luettelemalla. Karen 
Fuson (1992) on esittänyt kuvauksen lukukäsitteen kehittymisen vaiheista rajoittuen 
luonnollisten lukujen lukukäsitteen kehittymisen vaiheisiin. Vastaavanlaista kuvaus-
ta rationaalilukuk¨ asitteen) kehittymisen vaiheista ei ole viel¨asitteen (tai murtolukuk¨ a 
osunut kohdalleni vaikka olen laajasti perehtynyt aiheen tutkimuksiin. McMullen 
ym. (2015a) luokittelivat neljä erilaista osaamisen tasoa murtolukukäsitteen kehitty-
misessä: matala osaaminen, keskitason osaaminen, representaatiot ja korkea osaa-
minen. Heidan¨ tutkimuksessaan todettiin, että murtolukujen suuruuden osaaminen 
tarvitaan tiheysk¨ asitteen kehit-asitteen oppimiseksi. Kuvaan seuraavaksi murtolukuk¨ 
tymisen vaiheita edellisissä luvuissa esitettyjen tutkimusten ja omien havaintojeni 
pohjalta. 
6.4.1 Murtoluku osana kokonaisesta 
Aluksi murtoluku ymm¨ a¨ odynnetäan¨arret¨an osana kokonaisesta. Suuruusvertailussa hy¨ 
visuaalisia malleja, jotka mahdollistavat suuruusvertailussa nojaamisen oppilaan omiin 
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nak¨ ¨ - a n¨ a¨ohavaintoihin se, mik¨ aytt¨a suuremmalta, on suurempi (Mack, 1990; Cramer 
ym., 2002; Kyttälä, 2008, 15; Alajmi, 2012). Peruslaskutoimitukset samannimisillä 
murtoluvuilla tukeutuvat myös visuaalisiin malleihin (Mix ym., 1999). Seuraavak-
si ymmärretään käänteisyys palojen koon ja lukumäärän välillä (Empson, 1999) ja 
oppilas hahmottaa symbolimuodossa esitetyn murtoluvun suuruuden (Schneider & 
Stern, 2010; Resnick ym., 1989; Vamvakoussi ym., 2011). Symbolimuodossa esitet-
tyjen murtolukujen suuruusvertailussa hyödynnetään oppilaan omia mieleen piirty-
neitä kuvia. Vaativampien tehtävien kohdalla (esimerkiksi 3 4 ) oppilas voi tu-vs.5 7 
keutua visuaalisiin malleihin ja piirtää vertailtavat murtoluvut osa kokonaisesta -
ajattelua hy¨ aen. Osa kokonaisesta -ajattelua hy¨ a¨ os murtolukujen odynt¨ odynnet¨an my¨ 
ja sekalukujen sijoittamisessa lukusuoralle (Ni, 2000; Torbeyns ym., 2015; Hamdan 
& Gunderson, 2017). Oppilailla saattaa olla virheellisen käsitys siitä, että annetuista 
luvuista ’1’ on suurin vaikka vertailtavana on myos¨ murtolukuja, joiden osoittaja on 
suurempi kuin nimittaj¨ ä (Gabriel, 2013). Jos myos¨ lukusuoran luonnolliset luvut (0, 
1, 2, 3, ...) kuvataan visuaalisella mallilla, tukee se sekaluvun suuruuden hahmotta-
mista ja sekaluvun lukusuoralle sijoittamista. 
6.4.2 Murto-osan ottaminen 
Jaettaessa yht¨ odynt¨a luonnollisia lukuja ja visuaalisia mal-a suuriin osiin voidaan hy¨ a¨
leja (Stafylidou & Vosniadou, 2004). Jaettaessa lukua esimerkiksi kahteen, neljään, 
kahdeksaan jne. yhtä suureen osaan, voidaan menestyksekkäästi hyödyntää toistu-
vaa puolittamista (Pithketly & Hunting, 1996; Moss & Case, 1999). Puolittamisessa 
riittä¨ a muodostuvat palat ovat kesken¨an yhtä suuret.a, ett¨ a¨ 
Murto-osan ottaminen (Hunting, Davis & Pearn, 1996) nojaa aluksi jakamiseen 
yht¨ odynt¨a joustavaa kokonaisen k¨ a (Pitkethly & Hunting, a suuriin osiin ja hy¨ a¨ asitett¨
1996). Esimerkiksi kuinka paljon on 3 5 luvusta 200? Ensin oppilaan tulee hahmottaa 
se, että luku 200 edustaa kokonaista. Seuraavaksi hänen tulee selvittää, kuinka paljon 
on yksi viidesosa luvusta 200 ja sen avulla kuinka paljon on kolme viidesosaa. Luku 
200 jaetaan ensin viiteen yhtä suureen osaan ja nait¨ ä osia otetaan kolme kappaletta, 
jolloin saadaan vastaukseksi 120. 
6.4.3 Murtulukujen ja prosenttien välinen yhtyes 
Mossin ja Casen (1999) tutkimuksessa sillattiin lukuk¨ a murtoluvun ja vastaa-asitett¨
van prosenttiluvun v¨ a visuaalisten mallien avulla. T¨ an p¨ an nuorille prosent-alill¨ am¨ aiv¨ 
tiluvut ovat huomattavasti arkisempia kuin ennen 2000-lukua syntyneille. Oppilaat 
tutkivat kymmeniä kertoja päivässä, kuinka paljon heidän kännykkänsä tai tablettin-
sa akussa on vielä varausta j¨ a. Visuaalisen akunvarausasteen kuvan vieress¨aljell¨ a on 
laitteesta riippuen myös latauksen prosenttiosuus numerosymbolein ilmaistuna. Pro-
senttiluvun ja murtoluvun välisen yhteyden muodostamisen luulisi sujuvan helpom-
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min tam¨ an p¨ ¨ an peruskoululaisilla kuin esimerkiksi kolmekymment¨aiv¨ a vuotta sitten. 
Murtolukujen ja prosenttilukujen välistä yhteyttä voidaan tukea visuaalisten mallien 
lisäksi desimaalilukuesityksellä (Resnick ym., 1989), tämä vaatii kuitenkin olemassa 
olevan linkin murtolukuesityksen ja desimaalilukuesityksen välille (Vamvakoussi & 
Vosniadou, 2012; Vamvakoussi ym., 2011). 
6.4.4 Murtuluku suhteena 
Murtoluvulla voidaan ilmaista myos¨ asioiden v¨ a suhteellisia osuuksia. Murtolu-alisi¨
vun ymm¨ aminen suhteena on mielest¨art¨ ani vaativampi vaihe kuin yhteyden muodos-
taminen eri representaatioiden: murtolukujen, desimaalilukujen ja prosenttien välille. 
Esimerkiksi lauta sahataan kahteen osaan pituuksien suhteessa 2 ja 3. Kuinka suuri 
osa lyhyt pätkä on a) pidemmästä pätkästä, b) koko laudasta? Usein visuaalinen tuki 
puuttuu tehtav¨ ¨ a, joten ratkaisijan t¨ass¨ aytyy itse tuottaa joko havaittava kuva tai mie-
likuva tilanteesta. Aluksi tehtävän ratkaisija joutuu pohtimaan sitä, mikä on kokonai-
nen. Ensimmäisessä tehtävässä lyhyempää pätkää tulee verrata pidempään pätkään, 
joten pidempi p¨ a tulee tulkita ’kokonaiseksi’. Lyhyt p¨ a on siisatk¨ atk¨ 2 3 ≈ 0, 67 pi-
demm¨ a p¨ ast¨ alkimm¨ a teht¨ ass¨ a osaa koko lautaa ast¨ atk¨ a. J¨ aisess¨ av¨ a tulee verrata lyhytt¨
vastaavaan pituuteen (5), jolloin saamme suhteelliseksi osuudeksi 2 5 = 0, 4. Edelli-
sessä esimerkissä osien suhde oli annettu valmiiksi. Entäpä, jos asioiden välinen suh-
de tulee selvittää? Olkoon juomakorissa 6 pulloa Coca-Colaa ja 18 pulloa keltaista 
Jaffaa. Pulloista on siis Coca-Colaa 1 4 ja Coca-Colaa on suhteessa Jaffaan 
16 = .18 3 
Tat¨ ä voidaan havainnollistaa visuaalisella mallilla, jolloin asia paremmin hahmottuu 
oppilaalle (Kuva 10). 
Kuva 10. Juomien osuudet C = Coca-Cola ja J = keltainen Jaffa 
Murtolukujen ymmarrys¨ muodostuu siita,¨ miten hyvin murtolukukäsitteen eri 
osa-alueet, osa kokonaisesta, suuruusvertailu, desimaalilukuesitys, suhde, murtolu-
ku operaationa ja murtoluku mittana, ovat yhteydessä toisiinsa (Behr ym., 1983). 
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6.4.5 Murtulukujen tiheyden oivaltaminen 
Tämä on murtolukukäsitteen kehittymisen vaativin vaihe, eikä tiheyskäsitteen oppi-
minen myöskään takaa taidon pysyvyyttä (McMullen ym., 2015a). Murtolukujen ti-
heyden oivaltaminen on vaillinaista jopa koulutetuilla aikuisilla. Yli puolet tutkimuk-
sen luokanopettajaopiskelijoista nojasi vastauksessaan diskreettiin ajatteluun. (Tuo-
minen, 2016a.) Oppilas nojaa aluksi diskreettiin ajatteluun ja uskoo luettelemalla 
saavansa selville seuraavan murtoluvun (Vamvakoussi ym., 2011). Tämä on ihan 
luonnollinen vaihe lukukäsitteen kehittymisessä ja se nojaa luonnollisten lukujen 
ominaisuuksiin (Ni & Zhou, 2005). Behr ym. (1983) ehdottavatkin yksikkömurtolu-
kujen luettelua samannimisten murtolukujen yhteenlaskussa. T¨ a saattaa kuitenkinam¨
vahvistaa entisestään oppilaan käsitystä murtolukujen diskreettisyydestä. Kun op-
pilas hallitsee käänteisyyden palojen koon ja lukumäärän välillä (Empson, 1999), 
han¨ oivaltaa, ett¨ alille voidaan sijoittaa kuinka paljon a annetulle kokonaiselle lukuv¨ 
tahansa sellaisia murtolukuja, joiden suuruus on annetun lukuvalin¨ päätepisteiden 
välissä. Jos annetuilla murtoluvuilla on sama nimittäjä, esimerkiksi 5, se ikään kuin 
ohjaa ratkaisijaa ajattelemaan murtolukuja viideosan välein. Jos murtolukujen ni-
mittaj¨ at¨ ovat erilaiset, vapauttaa se ratkaisijan keksimäan¨ ratkaisuja myos¨ eri ni-
mitt¨ a (Opetuskeskustelu 2020). Tutkimuksen mukaan oppilaat oivaltavat ajatuk-ajill¨
sen lukujen a¨¨arettömyydestä ensin desimaalilukujen kohdalla ja vasta sitten murto-
lukujen kohdalla. Murtolukujen ja desimaalilukujen välisen yhteyden oivaltaminen 
toimiikin siltana murtolukujen tiheyden oivaltamiselle. (Vamvakoussi & Vosniadou, 
2010.) 
Voimassa oleva opetussuunnitelma ohjaa vahvasti sita, mit¨ ä missäkin vaiheessa 
opiskellaan. Esimerkiksi luokilla 1–2 pohjustetaan murtoluvun käsitettä jakamalla 
kokonainen yhtä suuriin osiin ja luokilla 3–6 opitaan murtoluvun käsite, harjoitel-
laan murtolukujen peruslaskutoimituksia eri tilanteissa ja hyodynnet¨ ään murtoluvun, 
desimaaliluvun ja prosentin valisi¨ ä yhteyksia.¨ Opetuksen tavoitteena on tukea oppi-
laan lukukäsitteen kehittymistä luonnollisista luvuista positiviisiin rationaalilukuihin 
ja negatiivisiin kokonaislukuihin. Vuosiluokkien 7–9 opetussuunnitelman mukaan 
yl¨ aksi lu-akoulussa opitaan murtoluvun kertominen ja jakaminen murtoluvulla, lis¨ 
kualue laajenee reaalilukuihin. (Opetushallitus, 2014, 129, 235, 236, 375.) Opetus-
suunnitelmassa mainitaan murtolukujen yhteydessä murtolukukäsite ja murtolukujen 
peruslaskutoimitukset muutamia kertoja, mutta murtolukujen tiheyttä tai murtoluvun 
suuruutta ei mainita ollenkaan. Jää siis opettajan tulkinnan varaan, kuinka paljon hän 
painottaa murtoluvun suuruuden ja tiheyden merkitystä laskuproseduurien rinnalla. 
Tah¨ ¨ asitteen kehittymisen vaiheet, an loppuun on tiivistetty kaaviona murtolukuk¨ 
jossa myös kuhunkin vaiheeseen liittyvät osataidot on kirjattu. 
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Kuva 11. Murtolukukäsitteen kehittymisen vaiheet 
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7 Interventiotutkimuksista 
Geary ym. (2019) pohtivat yleisemmin interventioiden toteutusta matematiikan ope-
tuksessa. He nostivat esiin muun muassa seuraavia kysymyksiä. Miten oppilaiden 
matemaattista suoriutumista tulisi arvioida, kvantitatiivisesti vaiko kvalitatiivisesti? 
Miten oppilaat oppivat, oivaltamalla itse vaiko ylhäalt¨ ä ohjattuina? Tulisiko inter-
ventiossa korostaa käsitteellistä vaiko proseduraalista lähestymistapaa? Minkälaiset 
interventiot antavat luotettavimmat tulokset? Lähes laboratoriomaisissa olosuhteis-
sa toteutetuissa interventioissa on saatu hyvi¨ allainen in-akin tuloksia, mutta miten t¨ 
terventio toimisi tavallisessa luokkahuoneessa? Onko interventio skaalattavissa laa-
jemmin? Jos tutkimukseen osallistuvia on riittävän paljon, voivat opetusryhmät tul-
la satunnaisesti valituiksi koe- tai kontrolliryhmään mutta, entä jos osallistujia on 
v¨ an? Lis¨ a positiivisen vaikutuksen ahemm¨ aksi interventioiden ongelmana on yleens¨
väheneminen ajan kuluessa. 
Verratessaan viiden erilaisen intervention toteutusta ja tuloksia Fuchs, Malone, 
Schumacher, Namkung ja Wang (2017) pä¨ at seuraavaan: Interventioissa oppi-atyiv¨ 
tuntien tulee olla hyvin suunnitellut, ohjatut ja kohdennettu pienelle ryhmälle. In-
terventiossa pitäisi kiinnittää huomiota matematiikassa heikosti suoriutuvien oppi-
laiden koe- ja kontrolliryhman¨ v¨ aksi my¨alisen eron lis¨ os siihen, kuinka paljon ero 
koeryhm¨ an hyvien v¨ a kaventuu. an heikkojen ja kontrolliryhm¨ alill¨
7.1 Murtoluvut interventiotutkimuksen aiheena 
Kansainv¨ a tutkimuksissa on raportoitu vuosikymmenest¨alisiss¨ a toiseen samoista las-
kuvirheistä murtolukujen peruslaskutoimituksissa ja samoista virhekäsityksistä. Tun-
nettua on, että murtoluvut koetaan hankaliksi, sillä oppilaat tukeutuvat luonnollisten 
lukujen ominaisuuksiin laskiessaan murtolukulaskuja, mikä johtaa virheellisiin suo-
rituksiin (Stafylidou & Vosniadou, 2004; Siegler ym., 2011; Tuominen, 2014). 
Kouluopetus ei tutkimusten mukaan n¨ a saavan aikaiseksi tavoitteiden mukais-ayt¨
ta murtolukujen oppimista (Niemi, 2004, 131; Hihnala, 2005, 89), vaikka suurin 
osa murtolukujen välisistä peruslaskutoimituksista opetetaan jo alakoulussa (Peruso-
petuksen opetussuunitelman perusteet, 2004, 156-167; Perusopetuksen opetussuun-
nitelman perusteet, 2014, 236). Murtolukujen hallitseminen on kuitenkin edellytys 
monen muun matematiikan taidon kuten prosenttikäsitteen ja algebran oppimises-
sa (Booth & Newton, 2012). Erityisesti murtolukujen suuruuden hahmottamisella 
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n¨ aisi olevan positiivinen vaikutus laskuproseduurien oppimiseen (Cramer, Postaytt¨ 
& delMas, 2002; Jordan ym., 2013). Erilaisia opetusmenetelmiä ja opetussuunnitel-
mia onkin kokeiltu kansallisten opetussuunnitelmien rinnalla osittain hyvin tuloksin 
(Moss & Case, 1999; Cramer ym., 2002). 
Miksi murtoluvut ovat edelleen niin kiinnostava ja t¨ a tutkimuksen kohde? arke¨
Murtolukujen hallinta edellyttä¨ asitteiden, laskuproseduu-a monenlaista osaamista: k¨ 
rien ja erilaisten representaatioiden hallintaa, jotka kaikki liittyvät toinen toisiinsa. 
Tämä luo hedelmällisen maaperän tutkia proseduraalisen ja käsitteellisen tiedon hal-
lintaa ja sitä, miten tiedon eri muodot mahdollisesti vaikuttavat toisiinsa. Toisaalta 
mitä pidemm¨ a¨ akouluun, sitä enemman¨ matema-alle koulussa edet¨an, alakoulusta yl¨ 
tiikan alan spesifset taidot kuten lukuk¨ art¨asite ja murtolukujen ymm¨ aminen vaikut-
tavat matematiikassa suoriutumiseen, ja vähemmän merkitystä on yleisemmillä tai-
doilla kuten ¨ a tai työmuistilla (Geary ym., 2019). alykkyydell¨
7.2 Murtolukujen koeopetussuunnitelma 10–11-vuoti-
aille oppilaille 
Mossin ja Casen (1999) interventiotutkimuksessa koeryhmälle (10–11-vuotiaille) 
opetettiin murtolukuja koeopetussuunnitelman mukaan viiden kuukauden aikana 20 
tuntia, kontrolliryhmälle opetettiin 25 tuntia murtolukuja hieman lyhyemmässä ajas-
sa voimassa olevan opetussuunnitelman mukaan. Molempien ryhmien opettajat käyt-
tivat¨ paljon opetusv¨ a, joten suurin ero ryhmien v¨ a oli k¨ a opetus-alineit¨ alill¨ aytetyss¨
suunnitelmassa. 
Koeopetussuunnitelmassa opetus aloitettiin prosenteista ja desimaaliluvuista. Op-
pilaita pyydettiin arvioimaan, kuinka t¨ a annetussa kuvassa oleva vesiastia on, jaaynn¨
ilmaisemaan se prosentteja k¨ aen. Oppilaille luontevin strategia oli puolittaminen.aytt¨ 
Puolittamalla täysi astia saatiin selville, missä puoliväli eli 50 % sijaitsee ja edelleen 
puolittamalla saatiin selville 25 % ja 75 %. Vasta intervention viimeisellä tunnilla 
keskityttiin murtolukuihin, jonka jälkeen oppilaille annettiin tehtäviä, joissa oli ra-
tionaalilukuja esitettyinä murtoluku- ja desimaalilukumuodossa. 
Tutkimuksessa havaittiin, ett¨ a menestyi hyvin sellaisissa teht¨ a,a kontrolliryhm¨ aviss¨ 
joissa pärjäsi hallitsemalla proseduurin. Jos tehtävässä oli hämäävä vihje tai jos vas-
taajan piti pystyä keksimään uusi proseduuri, sortui kontrolliryhmä tyypillisiin vir-
heisiin. Vaikka kontrolliryhmän oppilaat olivat oppineet murtolukuihin liittyvät me-
kaaniset laskuprosessit, syvempi ymmarrys murtoluvuista oli j¨ äänyt uupumaan ja op-
pilaat pitivat¨ virheellisesti murtolukuja er¨anlaisina luonnollisina lukuina. Koeope-a¨ 
tussuunnitelma korosti enemmän murtolukujen merkintätavan merkitystä kuin lasku-
proseduurien mekaanista suorittamista. Interventiossa korostettiin eroja murtoluku-
jen ja luonnollisten lukujen v¨ a, kiinnitettiin huomiota oppilaiden spontaaneihinalill¨ 
tapoihin l¨ a teht¨ a, hy¨ alineiden ja kuvien, kuten ve-ahesty¨ avi¨ odynnettiin vaihtelevien v¨ 
siastian ja janan, käyttöä suhteellisten määrien havainnollistamisessa ja korostettiin 
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erilaisia merkitsemistapoja rationaaliluvuille: murtoluku-, desimaaliluku- ja prosent-
tiesitystä. Koeopetussuunnitelman aloittaminen 50 % ja 25 % kohdan määrittämisellä 
vesiastian tilavuudesta mahdollisti sen, että oppilaat pystyivät hyödyntämään luon-
nollisten lukujen ominaisuuksia ja strategioita, erityisesti puolittamista, mikä tässä 
kohdassa nimenomaan tuki murtolukujen oppimista. (Moss & Case, 1999.) 
7.3 Rationaalilukuprojektin opetussuunnitelma vs. ylei-
nen matematiikan opetussuunnitelma 
Cramer, Post ja delMas (2002) jatkoivat edellisen ryhman¨ viitoittamalla tiella.¨ Tut-
kimus kesti noin 30 p¨ a¨ a 66aiv¨a, ja tutkimukseen osallistui 4. ja 5. luokalta yhteens¨
opetusryhmää. Tutkimuksessa verrattiin keskenään kaupallista opetussuunnitelmaa 
(Commercial Curricula, CC) ja Rationaalilukuprojektin opetussuunnitelmaa (Ratio-
nal Number Project, RNP). RNP-opetussuunnitelmassa oppilaat työskentelivät usei-
den erilaisten konkreettisten murtolukumallien avulla, tutustuivat rationaalilukujen 
erilaisiin esitysmuotoihin ja oppivat vaihtelemaan esitysmuodosta toiseen. RNP-ope-
tussuunnitelma oli kehitetty seuraavien ajatusten pohjalta: a) Lapsi oppii parhaiten 
toimiessaan aktiivisesti erilaisten konkreettisten välineiden kanssa. b) Fyysiset esi-
neet ovat vain yksi komponentti käsitteen hahmottamisessa, sanalliset, kuvalliset, 
symboliset ja realistiset esitysmuodot ovat myos¨ t¨ a. c) Lapsilla tulee olla mah-arkeit¨ 
dollisuus keskustella keskenään ja opettajan kanssa ajatuksistaan ja ideoistaan. d) 
Opetussuunnitelman tulee keskittyä ensin käsitteellisen tiedon kehittymiseen ja vas-
ta sitten formaaliin työskentelyyn symbolien ja algoritmien kanssa. Opetussuunni-
telma ei korostetusti opettanut proseduureja vaan keskittyi murtoluvun mä¨ alliseenar¨ 
luonteeseen. 
Oppilaiden oppimista mitattiin kuuden osa-alueen avulla: a) murtolukukäsite, b) 
keskenään yhtäsuuret murtoluvut, c) murtolukujen suuruusjärjestys, d) kokonaisen 
käsite, e) operaatiot (+, -) ja vastauksen arviointi, ja f) siirtovaikutus. Tutkimukses-
sa havaittiin, että oppilaat, jotka olivat opiskelleet RNP-opetussunnitelman mukaan, 
menestyiv¨ asti paremmin sek¨ alkimittauk-at keskiarvoltaan tilastollisesti merkitsev¨ a j¨ 
sessa että viivästetyssä mittauksessa neljässä edellä mainituista osa-alueista. Ainoas-
taan keskenään yhtä suurien murtolukujen ja murtolukujen laskuoperaatioiden koh-
dalla ero ei ollut tilastollisesti merkitseva.¨ 
Tutkijat ennakoivat RNP-ryhmän pärjäävän operaatioiden kanssa kontrolliryhmää 
heikommin, sillä laskuproseduureihin käytettiin vain muutama oppitunti, kun taas 
CC-opetussuunnitelmaa noudattavat harjoittelivat operaatioita paljon enemmän. Vaik-
ka RNP-oppilaat olivat harjoitelleet proseduureja huomattavasti vähemmän, käsitteel-
lisen ymmärryksen harjoittelu konkreettisilla välineillä oli luonut heille hyvän poh-
jan, jonka avulla he pystyivat p¨ ä¨ a¨attelem¨an ja ratkaisemaan symbolimuodossa esitet-
tyjä laskuteht¨ a. CC-opetussuunnitelmassa ei hy¨ aytetty konkreet-avi¨ odynnetty tai k¨ 
tisia välineitä säännöllisesti vaan keskityttiin murtolukujen kuva- ja symboliesityk-
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siin. Koska CC-opetussuunnitelman opetus painotti proseduureja, oppilaat eivät kiin-
nittäneet huomiota osoittajan ja nimittäjän väliseen suhteeseen. Oppilaat oppivat esi-
merkiksi vertailemaan murtolukuja keskenään proseduurin kautta tekemällä luvuista 
ensin samannimiset joko etsimällä pienimmän yhteisen jaettavan tai ristiin kertomi-
sen avulla. Proseduuriin nojautuminen osoittautui heikoksi strategiaksi ja virheitä 
syntyi, kun oppilaat tukeutuivat luonnollisten lukujen ominaisuuksiin (21 % CC-
oppilaista ja 10 % RNP-oppilaista). 
RNP-opetussuunnitelmaan sitoutuneet luokanopettajat saivat neljan¨ tunnin kou-
lutuksen intervention toteuttamiseksi. Näinkin lyhyt koulutus riitti siihen, että opet-
tajat pystyivät opettamaan RNP-opetussuunnitelmaa tehokkaasti. Ajan käyttäminen 
murtolukukäsitteen kehittymiselle ja keskittyminen murtoluvun suuruuteen oli kan-
nattanut. Oppilaat oppivat paremmin murtolukuk¨ a harjoittelustaasitteen ja lyhyest¨
huolimatta hallitsivat myos¨ tarvittavat proseduurit. (Cramer ym., 2002.) 
7.4 Interventio matematiikassa heikommin menestyvien
oppilaiden tukemiseksi 
Fuchs, Malone, Schumacher, Namkung ja Wang (2017) keskittyivät pitkittäistutkimuk-
sessaan matematiikassa heikosti menestyneisiin oppilaisiin, jotka olivat tutkimuksen 
alussa 4. luokalla. Interventiossa keskityttiin murtoluvun suuruuden ymm¨ amiseenart¨ 
ja murtolukuk¨ an kuin proseduureihin. Teht¨asitteeseen enemm¨ avien joukossa oli muun 
muassa murtolukujen ja sekalukujen sijoittamista lukusuoran lukuvälille 0–2. Kont-
rolliryhmässä harjoiteltiin enemmän proseduureja ja murtolukukäsitteessä nojattiin 
osa kokonaisesta -tulkintaan. 
Intervention oppilaat menestyivät paremmin sekä murtolukujen suuruuden että 
murtolukujen laskuproseduurien hallintaa mittaavissa tehtävissä. Koeryhmän oppi-
laat pystyivat my¨ os¨ toiminaan kontrolliryhman¨ oppilaita paremmin vieraan tehtav¨ a-¨ 
tyypin, tietokoneavusteisen lukusuoratehtav¨ an¨ kanssa, jota kummallakaan ryhmall¨ ä 
ei ollut ollut aikaisemmin. Tämä antaa viitteitä siitä, että interventiossa opittua pys-
tyttiin hyödyntämään yleisemmässä tilanteessa. 
Tutkimuksessa havaittiin parempien tulosten murtolukujen suuruuden ymm¨ a-art¨ 
mistehtävissä vaikuttavan osa kokonaisesta -tehtävien tulosten paranemiseen, mut-
ta ei päin vastoin. Vaikka osa kokonaisesta -ajattelua hyödyntävien tehtävien tu-
lokset paranivat oppilaalla, niin murtolukujen suuruuden ymm¨ amist¨art¨ a mittaavien 
tehtavien tulokset eiv¨ at¨ parantuneet. Tutkimuksen tulokset antavatkin viitteitä mur-
tolukujen suuruuden kausaalisesta vaikutuksesta murtolukujen oppimiseen. 
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7.5 Intervention suunnittelun peruskysymyksiä 
7.5.1 Koeasetelma 
Verrattaessa kahta ryhmä¨ a¨ aht¨ a¨a kesken¨an jo l¨ okohta saattaa olla v¨aristynyt. Jos yk-
sitt¨ a opetusryhm¨a A verrataan toiseen opetusryhmäan¨ B, saattaa ero johtua jo aist¨ a¨
pelkästään siitä, että ryhmän A lähtötaso on ryhmän B lähtötasoa parempi. Tämä 
saadaan selville suorittamalla kummallekin ryhmälle alkumittaus ennen intervention 
alkua. (Lehtinen ym., 2007, 293–294.) Alkumittauksen avulla on myos¨ mahdollista 
tunnistaa ne oppilaat, jotka hallitsevat asian jo hyvin etukäteen saatuaan oppia esi-
merkiksi vanhemmiltaan tai vanhemmalta sisarukseltaan. 
Luokan tapa tyoskennell¨ ä saattaa myos¨ vaikuttaa oppilaiden suoritukseen, joten 
jo se voi aiheuttaa eroja luokkien välillä. Opettajilla on Suomessa pedagoginen va-
paus toteuttaa opetustaan parhaaksi katsomallaan tavalla, joten opettajien käyttämät 
opetusmenetelmat¨ voivat poiketa paljonkin eri luokkien v¨ a. My¨alill¨ os luokan oppi-
laiden persoonallisuuksilla ja koulun yleisillä piirteillä on vaikutusta opetuksen to-
teuttamiseen (Geary ym., 2019). 
Jos tutkittava joukko on suuri, voidaan satunnaisesti valita sellaiset koeryhmä 
ja kontrolliryhmä, jotka ovat alkumittauksessa mahdollisimman samanlaiset. Paras 
koe-kontrolli -asetelma pienemmässä tutkimuksessa saadaan siten, että jokainen kou-
luluokka jaetaan kahteen keskenä¨ a¨an mahdollisimman homogeeniseen ryhm¨an. Toi-
seen ryhmäan¨ kohdistetaan interventio ja toinen puoli luokasta toimii kontrollina. 
(Lehtinen ym., 2007, 294–295.) 
On mahdollista ja hyvin luultavaa, että koeryhmä pärjää intervention jälkeisessä 
mittauksessa hieman kontrolliryhmää paremmin. Kyseessä on niin sanottu uutuuse-
fekti: Lyhyellä aikavälillä tavanomaisuudesta poikkeava herättää osallistujien mie-
lenkiintoa ja johtaa siksi yleensä parempiin tuloksiin. Opittu asia on myos¨ tuoreessa 
muistissa, kun mittaus suoritetaan heti intervention jälkeen. Tutkimuksessa kannattaa 
siksi tehdä vielä kolmas, niin sanottu viivästetty mittaus, jotta nähtäisiin, mitä oppi-
laat osaavat, kun aikaa on kulunut useampi kuukausi. Tällä tavalla saadaan paremmin 
mitattua se, mitä oppilaat ovat asiasta ymm¨ aneet ja sis¨ aneet. Vasta viiv¨art¨ aist¨ astetyn 
mittauksen jälkeen voidaan sanoa, onko interventiolla ollut vaikutusta. 
7.5.2 Intervention kesto 
Murtolukuihin liittyviä interventioita on toteutettu useita. Ne ovat vaihdelleet kes-
toltaan noin kuukaudesta useaan kuukauteen: viisi kuukautta (Moss & Case, 1999), 
18 viikkoa (Behr ym., 1984), 12 viikkoa (Fuchs ym., 2013), 5 viikkoa (Empson, 
1999) ja 30 päivää (Cramer ym., 2002). Roesslein ja Codding (2019) tarkastelivat 
tarkemmin kahtatoista interventiotutkimusta, joissa interventioiden kesto vaihteli 5– 
36 oppituntiin. Pitkäkestoisten interventioiden toteuttaminen kysyy melkoisia voi-
mavaroja ja innostuneisuutta opettajilta. Myöskään kovin pitkäkestoisen interven-
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tion sijoittaminen koulujen opetussuunnitelmiin ja opetusaikatauluihin ei ole ongel-
matonta. Tämän vuoksi opettajille saattaa olla haasteellista aloittaa uutta opetusko-
keilua oman opetuksensa ohessa. Interventiotutkimuksissa hyviksi koetut välineet 
ja opetussuunnitelmat eivät siksi siirry koulujen arkeen, ja samat ongelmat mur-
tolukujen ymm¨ amisess¨art¨ a ja laskuproseduurien oppimisessa toistuvat vuosikym-
menestä toiseen. Intervention kestossa tuleekin huomioida oppikirjojen ajoitukset, 
lisämateriaalien tulee olla helposti saatavilla ja opettajilla tulee olla selkeät ohjeet. 
7.5.3 Oppilaiden ikä 
Vygotskyn mukaan opetus tukee uuden oppimista parhaiten, kun se ajoittuu uuden 
taidon kehityksen alkuvaiheeseen. Jos opettaja olettaa oppilaan osaavan jo enemmän, 
opetus ei kohdennu oppilaan kannalta oikeaan kohtaan. Jos taas oppilas hallitsee jo 
opittavan asian, opetuksella on enää hyvin vah¨ an¨ vaikutusta oppilaan osaamiseen. 
(Duckworth, 1979.) 
Toteuttaessani pienen opetuskokeilun 7.-luokkalaisten kanssa (Tuominen, 2016b), 
totesin olevani liikkeellä aivan liian my¨ a¨ an kuo-oh¨an. Osa oppilaista oli jo murrosi¨ 
huissa ja siksi ehkäpä matematiikka ei kiinnostanut heitä, mikä osaltaan näkyi ha-
luttomuutena nähdä vaivaa ylimääräisissä testeissä. Opetuksessa hyödynnettiin mur-
tokakkupaloja ja kehittelemääni murtolukupohjaa. Osa oppilaista hyödynsi pohjaa 
jopa niin, että vei sen kotiinsa, osa oppilaista koki ettei tarvinnut murtolukupohjaa 
ollenkaan. Kuitenkin alku-, toinen- ja viiv¨ a osallaastetty mittaus osoittivat sen, ett¨
oppilaista oli liian optimistinen käsitys omista taidoistaan. Oppilaiden vastauksissa 
oli nähtävissä, että murtolukuihin liittyvät tyypillisimmät virhekäsitykset olivat jo 
ehtineet muodostua alakoulun aikana. Suurin osa kokeilun oppilaista tukeutui vah-
vasti luonnollisten lukujen ominaisuuksiin, eikä tah¨ an¨ enää saatu muutosta kokei-
lun aikana. Chin (1992) mukaan käsitteen oppimisen varhaisessa vaiheessa synty-
neitä virhekäsityksiä onkin myöhemmin vaikea saada korjattua. Uusi interventio tuli-
si siis kohdistaa ’neitseelliseen maaperä¨ at virheellisesti opitut asiat p¨asisian’, etteiv¨ a¨ 
hairitsem¨ ään uuden oppimista. 
7.5.4 Yhdessä oppimisen mahdollistaminen 
Ennen luku- ja kirjoitustaitoa ihmiset oppivat vertaisiltaan tai mestareilta mallin tai 
jaljittelyn kautta eli omien havaintojensa kautta. T¨ at¨ ä havaintoihin ja kokemuksiin 
perustuvaa oppimista tulisi hy¨ a¨ a se on ollut ihmisille luontais-odynt¨a edelleen, sill¨
ta, kunnes luku- ja kirjoitustaito ovat mahdollistaneet muitakin oppimistapoja. Kun 
tavoitellaan ymmärtämistä, oppijalle tulisi antaa tilaa kokeilla itse, tehdä omia ha-
vaintoja, keskustella niistä vertaistensa kanssa ja siten luoda mieleensä yleisempiä 
sä¨ oj¨ant¨ a ja rakenteita. Opettajan tulisi mahdollistaa oppilaille sopivia oppimistilan-
teita huomioiden oppilaiden aikaisemmat (virhe)käsitykset. Lisäksi opettajan tulee 
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tiedostaa tyypillisimm¨ asitykset, joita uuden asian oppimisessa saattaa syn-at virhek¨ 
tyä. Useissa murtolukuihin liittyvissä interventiotutkimuksissa on koettu hyödylliseksi 
ja mahdollistettu se, että oppilaat ovat voineet työskennellä ja keskustella yhdessä 
(Behr ym., 1984; Empson, 1999; Fuchs ym., 2013). Silti Cramer ym. (2002) totea-
vat, että oppilailla on harvoin mahdollisuus verrata keskenäan¨ erilaisia konkreettisia 
murtolukumalleja ja keskustella ratkaisuistaan. Kasvatustieteen oppimisteorioiden 
mukaan oma kokemus ja havaintojen tekeminen tukevat oppimista, samoin vertai-
sen kanssa käydyt keskustelut ja päätelmien vertailut syventävät ymmärrystä (Leino, 
2004, 29). 
7.6 Toteuttamani intervention tukipilarit 
Edellä on esitelty laajasti tutkimuksia murtolukujen oppimisesta ja lisäksi on tar-
kemmin esitelty kolme murtolukujen oppimisen tukemiseksi toteutettua interventio-
ta. Mitä uutta interventioni voisi tuoda jo hyvin tutkittuun kentt¨an?a¨ 
7.6.1 Murtoluvut Perusopetuksen opetussuunnitelmassa 
Tätä tutkimusraporttia kirjoitettaessa voimassa ovat vuonna 2014 julkaistut ja syk-
syll¨ aytt¨onotetut Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteet (Opetushal-a 2016 k¨ o¨ 
litus, 2014). Koska tutkimuksen aineisto on kuitenkin kerätty lukuvuonna 2015– 
2016, keskitytään tarkastelussa silloin voimassa olleeseen opetussuunnitelmaan Pe-
rusopetuksen opetussuunnitelman perusteet 2004 (Opetushallitus, 2004), jota nou-
dattaen tutkimuksessa mukana olleita 3. luokan oppilaita on opetettu alakoulun en-
simmaiselt¨ ä luokalta lähtien. 
Opetussuunnitelmien 2004 ja 2014 mukaan murtolukujen pohjustaminen aloite-
taan matematiikassa jo alakoulun toisella luokalla. Matematiikan oppikirjasarjasta 
riippuen laskutoimitusten harjoittelu alkaa yleensä kolmannella luokalla, samanni-
misten murtolukujen yhteen- ja vähennyslaskulla. Neljännellä luokalla tutustutaan 
sekaluvun k¨ a luokalla supistamiseen ja murtoluvun kertomi-asitteeseen, viidennell¨
seen ja jakamiseen luonnollisella luvulla, ja kuudennella luokalla tutustutaan laven-
tamiseen ja erinimisten murtolukujen yhteen- ja vähennyslaskuun. Suurin osa mur-
tolukuihin liittyvistä peruslaskutoimituksista opiskellaan siis jo alakoulussa. Hyvän 
osaamisen kriteereiden mukaan toisen luokan päättyessä oppilas . . . tuntee ja osaa 
esittää konkreettisilla välineillä yksinkertaisia murtolukuja, kuten yksi kahdesosa, 
yksi neljäsosa ja yksi kolmasosa (Opetushallitus, 2004, 159). Vuosiluokkien 3–5 
keskeisissä sis¨ oiss¨ asite, murtolukujen muunnokset, mur-all¨ a mainitaan murtoluvun k¨ 
toluvun ja desimaaliluvun ja prosentin välinen yhteys, murtolukujen ja desimaali-
lukujen yhteen- ja vähennyslasku sekä kertominen ja jakaminen luonnollisella lu-
vulla. (Opetushallitus, 2004, 160). Oppikirjasarjasta riippuen murtolukujen tulo ja 
osamäärä käsitellään joko jo alakoulun kuudennella luokalla tai vasta yläkoulussa ai-
82 
Interventiotutkimuksista 
neenopettajan johdolla (Opetuhallitus, 2004, 161). Perusopetuksen opetussuunnitel-
man perusteiden 2014 mukaan murto- ja desimaaliluvulla kertominen ja jakaminen 
ja negatiiviset murtoluvut sisältyvät vuosiluokkien 7–9 opetussuunnitelmaan (Ope-
tushallitus, 2014, 375). 
7.6.2 Oppimiskäsitys 
Intervention tavoitteena on saada aikaan ymmärrykseen pohjaavaa oppimista, ei ul-
koa oppimista. Ymmärrystä tavoitellaan hyödyntämällä konkreettisia havainnollista-
misvälineitä ja piirroksia symbolisen murtolukuesityksen rinnalla. Oppimiskäsityk-
sess¨ odynnet¨an kognitiivisen oppimisteorian ja sosiokonstruktivistisen oppimis-a hy¨ a¨ 
teorian piirteita.¨ Oppiminen n¨ a¨ahd¨an aktiivisena toimintana, jossa oppija omia ha-
vaintojaan ja toimintaansa hyödyntäen luo merkityksiä ja rakenteita uusien käsitteiden 
ja jo aiemmin opittujen asioiden välille. 
Oppimista tuetaan konkreettisten välineiden ja visuaalisten mallien avulla, jol-
loin annetaan tilaa oppilaan omille oivalluksille. Oppiminen ei tapahdu kuplassa, 
vaan oppija voi olla vuorovaikutuksessa vertaistensa kanssa, jolloin yhdessä keskus-
tellen voidaan syventää oppijan ymmärrystä ja toisaalta huomata mahdollisia vir-
hekäsityksiä. Interventiossa saavutettu ymmärrys näkyy toivottavasti viivästetyssä 
mittauksessa koeryhman¨ parempina suorituksina. 
7.6.3 Intervention osuminen oikeaan kohtaan ja oikeaan aikaan 
Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteiden (2004) mukaan oppilaat tutustuvat 
peruskoulun toisella luokalla tutuimpiin murtolukuihin, mutta murtoluvuilla ei vielä 
varsinaisesti lasketa mitä¨ aisen kerran samanni-an (Opetushallitus, 2004.) Ensimm¨ 
misten murtolukujen yhteen- ja vähennyslasku esiintyy matematiikan oppikirjasar-
jasta riippuen kolmannella tai neljännellä luokalla. Kolmas luokka on siis oikea aika 
ajoittaa interventio ennen kuin murtolukujen laskuproseduureja on varsinaisesti ope-
tettu. Nain olisin liikkeell¨ ä ennen tyypillisten virhekäsitysten muodostumista ja toi-
saalta saattaisin my¨ aist¨os intervention avulla ehk¨ a niiden muodostumista. Materiaali 
kannattaakin suunnitella niin, että se tukee mahdollisimman monipuolisen murtolu-
kukäsityksen kehittymistä. 
Jos tyypillisimpiä virhekäsityksiä ei muodostuisi, tästä olisi suuri etu oppilail-
le tulevina vuosina. Suomalaisten kolmasluokkalaisten matematiikan osaaminen on 
yhteydessä heidan¨ matematiikka-asenteisiinsa kuudennella luokalla, ja kuudennen 
luokan asenteet ovat yhteydessä matematiikan osaamiseen yhdeksännellä luokalla. 
Yhdeksännen luokan asenteilla taas on iso merkitys siihen, valitseeko oppilas lu-
kiossa pitk¨ amuuronen,an vaiko lyhyen matematiikan. (Hannula & Holm, 2018; Mets¨ 
2013; 2017.) Panostamalla siis kolmannella luokalla matematiikan ymm¨ av¨an op-art¨ a¨ 
pimiseen, voidaan vaikuttaa matematiikan osaamiseen yhdeksännellä luokalla ja sitä 
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kautta oppilaan toiseen asteen valintoihin. 
7.6.4 Murtoluvun suuruuden korostaminen 
Aikaisemmat tutkimukset ovat nostaneet erityisesti murtoluvun suuruuden ymmärtä-
misen oleelliseksi vaiheeksi murtolukuk¨ a (Fuchs ym., 2013; asitteen kehittymisess¨
Torbeyns, Schneider, Xin & Siegler, 2015). Kuten Cramerin ym. (2002) tutkimukses-
sa, interventiossani on keskeistä 1) konkretian ja kuvien käyttäminen ja 2) yhdessä 
toimiminen pareittain tai pienryhmissä. Oppimisen tukena käytetään konkreettisia 
havainnollistamisv¨ a, piirroksia ja oppimispelej¨alineit¨ a. Pelit luovat rennon ilmapii-
rin, mahdollistavat yhdessätoimimisen ja matematiikkapuheen. Pelit ovat opettavai-
sia, kunhan peli on tarkkaan mietitty. Jotta oppilaalla on mahdollisuus saada oma-
kohtaisia kokemuksia, tulee välineitä olla riittävästi. 3) Interventiossa keskitytään 
murtoluvun suuruuden hahmottamiseen ja k¨ a¨ an aikaa murtolukujen aytet¨an enemm¨ 
suuruusvertailuun ja v¨ an aikaa laskuproseduurien opetteluun ja harjoittelemi-ahemm¨ 
seen kuin oppikirjojen noudattamassa aikataulussa käytettäisiin. Oppikirjoissa ope-
tus tuntuu painottuvan proseduraalisten laskusääntöjen omaksumiseen, interventios-
sani keskitytään murtoluvun käsitteelliseen ymmärtämiseen. 
7.6.5 Murtolukujen eri representaatioiden hy¨ aminenodynt¨ 
Murtolukujen oppimisessa on tärkeää hyödyntää konkreettisia välineitä ja erilai-
sia representaatioita (Roesslein & Codding, 2019). Oppilaiden sujuva liikkuminen 
representaatioiden v¨ a ennustaa hyv¨a tulevan matematiikan opiskelun kannalta. alill¨ a¨
Oppilaat saattavat kuitenkin kokea esimerkiksi lukusuorarepresentaation haastavaksi 
vaikka Hamdan ja Gunderson (2017) toivat tutkimuksessaan esille sen, että lukusuo-
ramallissa oppilas voisi hyödyntää mallin numeerisia ja spatiaalisia ominaisuuksia. 
Lisä¨ all¨am¨ a lukusuoramallin yhteyteen samaa lukua tarkoittava pinta-alamalli saa-
daan oppilaalle vielä vahvempi visuaalinen tuki. Lukusuorarepresentaation yhtey-
dessä kannattaa hyödyntää visuaalista mallia myös luonnollisten lukujen kohdal-
la, mikä helpottaa sekalukujen sijoittamista lukusuoralle. Lukusuoramallinnuksessa 
on esimerkkejä myös sekalukumuodossa olevista murtoluvuista, millä toivottavas-
ti ehk¨ a¨ asityksen ’murtoluku rajoittuu yhteen kokonaiseen’ aist¨an mahdollisen virhek¨ 
muodostumista. 
Tutkimuksessa halutaan myos¨ kevent¨a ty¨a¨ omuistin kuormittumista uuden opit-
tavan asian ä¨ a. Siksi interventiossa hy¨ a¨arell¨ odynnet¨an Murtokakkupaloja ja murto-
lukupohjaa, jolloin murtoluvun suuruus tehdään oppilaalle näkyväksi ja visuaalinen 
suuruusvertailu murtolukujen välillä on mahdollista. Elian ym. (2007) tutkimukses-
sa on todettu, etteivat¨ valmiina annetut informatiiviset kuvat auta teht¨ an ratkaisua.av¨ 
Oppilaan oma aktiivisuus tulisikin nostaa esille: kun oppilas itse muokkaa ja tyost¨ ää 
kuvaa, niin kuva on kehittyvä, dynaaminen. Murtolukupohjan kuvitus on oppitun-
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tien tehtavien kannalta¨ valmis (Behr ym., 1983), sillä oppilaiden teht¨ aksi j¨av¨ ai vain 
valmiiden sektoreiden värittäminen. Välinettä kokeiltiin jo seitsemäsluokkalaisten 
kanssa, mutta uskon, että nuorempien oppilaiden kohdalla saadaan välineestä vielä 
suurempi hyöty. 
7.6.6 Oppikirjan merkitys 
Interventiossa vaikuttavat käytetty opetussuunnitelma, opettaja, luokkatoverit, op-
pilas itse ja tietysti matematiikan oppikirja. Tutkimuksen opetusryhmien käyttämät 
oppikirjasarjat ovat Kymppi, Matikka ja Tuhattaituri. Esimerkiksi 3. luokan matema-
tiikka on koostunut seuraavista sisall¨ ¨ a t¨ a j¨ a: yhteen- ja v¨oist¨ ass¨ arjestyksess¨ ahennys-
laskua lukualueella 0–1000, kertotaulut 2–10, allekkain kertominen, jakolaskua ja-
kojäännöksellä, murtoluvut, kello, luvut 0–10 000 ja pyöristäminen, geometria ja 
mittaaminen (Tuhattaituri 3a ja 3b). Pisin murtolukujakso oli kymmenen oppitunnin 
mittainen (Tuhattaituri) ja lyhin seitseman¨ oppitunnin mittainen (Kymppi). 
Kaikki oppikirjat käsittelivät murtoluvun merkitsemisen ja murtolukujen välisen 
suuruusvertailun, mutta sen jälkeen syntyi eroja. Tuhattaituri ja Matikka opettivat 
myös samannimisten yhteen- ja vähennyslaskun, mutta kirjat eivät opettaneet esi-
merkiksi sekaluvun kasitett¨ a.¨ Oppikirja Kymppi esitteli sekalukukäsitteen. Matikka 
k¨ alill¨ aytettiin oppi-aytti lukusuoramallia annetulla lukuv¨ a 0–1. Suuruusvertailuun k¨ 
kirjasarjasta riippuen yhdestä kahteen oppituntia. Tuhattaiturissa verrattiin ensin yh-
den oppitunnin ajan keskenään samannimisiä murtolukuja, seuraavalla oppitunnilla 
suuruusvertailussa oli murtolukuja, joiden osoittajat olivat samat ja nimittaj¨ ät olivat 
erilaisia. 
7.6.7 Tarkat tuntisuunnitelmat 
Aiemmassa opetuskokeilussa 7.-luokkalaisten kanssa sama opettaja opetti sekä koe-
että kontrolliryhmia,¨ mikä saattoi vaikuttaa kontrolliryhmien saamaan opetukseen. 
Opettaja saattoi tahattomasti korostaa opetuksessaan murtolukujen oppimisen kan-
nalta oleellisia puolia myös kontrolliryhmille. Oppitunteja ei taltioitu mitenkään eikä 
lisämateriaalin käytölle ollut ennakkoon pohdittu tiettyä vähimmäismäärää tai sijoit-
tumista opetusjakson aikana, vaan opettaja hy¨ amateriaalia sopivissa koh-odynsi lis¨ 
din sopivaksi katsomansa mä¨ an. N¨ at saattoivat saada tukea vaihtele-ar¨ ain koeryhm¨ 
vasti. Interventiotunnit tulee siis suunnitella etukäteen tarkkaan, jotta tiedetään, mitä 
opetetaan milloinkin ja miten. Jotta persoonani ei vaikuttaisi liikaa, tutkimusavus-
tajat hoitavat kayt¨ ann¨ on¨ opetustyon¨ interventioryhmille. Interventiotunnit olisi hyvä 




7.6.8 Intervention k¨ avyysaytett ¨ 
Intervention tuntisuunnitelmien käytettävyyteen vaikuttavat käytössä oleva opetus-
suunnitelma, matematiikan oppikirjan ohjeellinen ajoitus ja opettajan normaalisti 
k¨ am¨ at, ty¨ alineet. Perusopetuksen opetussuunnitel-aytt¨ at opetusmenetelm¨ otavat ja v¨ 
man perusteet (2004) on kirjoitettu vuosiluokille 3–5 ja Perusopetuksen opetussuun-
nitelman perusteet (2014) vuosiluokille 3–6. Oppikirjojen kirjoittajat tekevät opetus-
suunnitelmasta oman tulkintansa ja pohtivat opiskeltavan oppisisällön ja painotuksen 
kullekin luokka-asteelle. 
Interventio on systeemisesti käytettävä, kun se sopii opetusjakson tavoitteisiin, 
oppikirjan opetussisalt¨ ¨ a n¨oihin ja ajoitukseen eik¨ ain vaadi erikseen yhteensovitta-
mista. Didaktisesti kaytett¨ av¨ ä interventio hyödyntää mahdollisimman paljon opet-
tajan normaalistikin käyttämiä työtapoja, opetusmenetelmiä ja -välineitä. Materiaa-
lin ja v¨ on tulee olla opettajan saatavilla ja kohtuuhintaista tai itse toteutetta-alineist¨ 
vissa. Intervention tulee olla k¨ avyyden lis¨ os kannattava, jotta opettaja aytett¨ aksi my¨ 
kokee hyödylliseksi mahdollisen ylimääräisen vaivan muuntaessaan opetustaan in-
tervention suuntaan. Oppimistulosten tulee olla parempia kuin opettajan normaalisti 
k¨ amill¨ a.aytt¨ a opetusmenetelmill¨ 
Halusin suunnitella lyhytkestoisen, vah¨ ¨ a voimavaroja ja resursseja vaativan aisi¨
h¨ asitteeseenoyhenen kevyen ja kuitenkin neulan tarkasti juuri murtoluvun suuruusk¨ 
kohdistuvan intervention. Tavoitteena oli antaa oppilaiden itse oivaltaa samannimis-
ten murtolukujen yhteen- ja vähennyslaskun laskusäännöt, jolloin toivottavasti muo-
dostuisi ymm¨ amiseen perustuvaa oppimista. Tutkimuksessa tarkastellaan n¨ oart¨ akyyk¨ 
koe- ja kontrolliryhman¨ oppilaiden vastauksissa eroa viiv¨ a mittauksessa. Ta-astetyss¨
pahtuuko esimerkiksi Gearyn ym. (2019) mainitsemaa osaamisen heikkenemistä yhtä 
paljon sekä koe- että kontrolliryhmässä? 
Pääosin matematiikan oppikirjasarjoista johtuen intervention kesto rajautui lo-
pulta vain viiden oppitunnin mittaiseksi. Intervention kesto on erittäin lyhyt verrat-
tuna aikaisemmin raportoituihin interventioihin (esimerkiksi Moss & Case, 1999; 
Behr ym., 1984). Interventiossa on tavoitteena tukea erityisesti matematiikkaa hei-
koimmin hallitsevia oppilaita ja siten mahdollisesti vaikuttaa heidan¨ asenteisiinsa 
matematiikkaa kohtaan. Jos ainoastaan viiden oppitunnin mittaisella panostuksella 
saadaan aikaiseksi kestävää oppimista, niin opettajat voisivat ottaa intervention me-




Interventiossa pyritään vaikuttamaan aikaisempien tutkimusten (McMullen ym., 2015, 
Siegler ym., 2011; Ni & Zhou, 2005; Vamvakoussi & Vosniadou, 2004; Bailey ym., 
2012; Stafylidou & Vosniadou, 2004; Cramer ym., 2002; DeWolf, 2012; Prediger, 
2008; Mack, 1990; Peck & Jencks, 1981) perusteella tiedossa oleviin kriittisiin koh-
tiin murtolukukäsityksen kehityksessä. Tällaisia ovat murtoluvun suuruuden ymmär-
t¨ alill¨aminen ja sujuva liikkuminen eri representaatioiden v¨ a (Torbeyns ym., 2015; 
Panaoura ym., 2009). Aineiston analyysillä pyritäan¨ vastaamaan seuraavaan tutki-
muskysymykseen 
a¨ 
nollistaminen ja painottaminen opetuksessa vaikut-
taa oppilaan murtolukujen osaamiseen? 
8.1 P¨akysymys: Miten murtolukujen suuruuden havain-
Tutkimuskysymystä l¨ a¨ahestyt¨an seuraavien alakysymysten avulla: 
8.1.1 Miten koe- ja kontrolliryhmän tulokset erosivat toisella ja 
viiv ¨ a mittauskerralla? astetyll ¨ 
Oppilaiden kokonaistestituloksia verrataan keskenään ryhmittäin. Lisäksi tarkastel-
laan loydet¨ ä¨ o eroja koe- ja kontrolliryhm¨ alill¨ avist¨ank¨ an v¨ a mittarin teht¨ a muodostet-
tujen summamuuttujien ja yksitt¨ avien pisteiden keskiarvoissa.aisten teht¨ 
8.1.2 Miten interventio näkyi eri taitotasolla olleiden oppilaiden 
suorituksessa verrattaessa koeryhmän oppilaita kontrolli-
ryhmän oppilaisiin? 
Tutkimuksessa tarkastellaan loydet¨ ä¨ o eroja eri taitotasoluokkien sis¨ank¨ alle sen mu-
kaan, kuuluvatko oppilaat koe- vai kontrolliryhmään. 
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8.1.3 Miten interventiossa hy¨ akyiodynnetty runsas visualisointi n¨ 
koeryhmän oppilaiden vastauksissa? 
Tutkimuksessa tarkastellaan oppilaiden numeeristen vastausten lisäksi myös sitä, 
ovatko oppilaat piirtaneet¨ vastauspaperiinsa. Oppilaiden tuotosten mäar¨ ää verrataan 
keskenä¨ an v¨ a. Oppilaiden kokonaispistemäar¨ ¨a tarkas-an koe- ja kontrolliryhm¨ alill¨ a¨
tellaan myös sen perusteella, kuinka monella mittauskerralla oppilas on piirtänyt vas-
tauspaperiinsa. 
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9 Tutkimuksen toteutus 
Tutkimuksen tavoitteena on löytää toimivia opetusmenetelmiä tehokkaaseen oppimi-
seen eli tavoite on sekä teoreettinen että soveltava. Oppilailta kerättyä aineistoa ana-
lysoitiin sekä kvantitatiivisesti että kvalitatiivisesti. Aikaisempiin teorioihin ja tut-
kimuksiin perehtyminen on antanut k¨ a, mik¨asityksen siit¨ a on oleellista murtolukuja 
opiskeltaessa, millä menetelmin ja minkä ikäisten kanssa interventiota kannattaisi 
lähteä toteuttamaan. 
Toisaalta tutkimuksella on myös toimintatutkimuksen piirteitä. On havaittu ar-
kip¨ an ongelma, etsitty aiheesta tutkimusta, suunniteltu ja toteutettu ensin pilotti, aiv¨ 
josta saatujen kokemusten perusteella on tarkennettu alustavaa suunnitelmaa. Seu-
raavaksi on toteutettu interventio, jonka vaikutusta oppilaiden osaamiseen on arvioi-
tu oppilailta kerättyjen kirjallisten aineistojen perusteella. (Metsämuuronen, 2000.) 
Seuraavaksi esitellä¨ all¨an pilottitutkimus ja kuvataan tarkemmin interventiotuntien sis¨ ot. 
9.1 Pilottitutkimus 
9.1.1 Osallistujat ja menetelmä 
Interventiotutkimus pilotoitiin syksyllä 2015 Raunistulan koulussa Turussa. Opetus-
ryhman¨ ä oli matematiikkapainotteinen luokka, jonne oppilaat valitaan toisen kou-
luvuoden jälkeen hakumenettelyllä ja matematiikan testillä. Luokassa on 18 oppi-
lasta (poikia 16, tyttöjä 2). Koulun rehtorilta pyydettiin lupa pilotin toteuttamiseksi. 
Oppilaiden vanhemmille tiedotettiin pilotista vanhempainillassa 3.9.2015, ja Wilma-
viestin v¨ a pyydettiin vanhemmilta tutkimuslupaa. Oppilaiden vanhemmat alityksell¨
antoivat luvan osallistua tutkimukseen. Oppilaista neljä käytti oikeuttaan olla osallis-
tumatta tutkimukseen. Koko pilottiryhmä jätettiin varsinaisen väitöskirjatutkimuksen 
ulkopuolelle. 
Ennen interventiota tehtiin alkumittaus ja viisi oppituntia kestäneen intervention 
j¨ alkimittaus. Viiv¨alkeen pidettiin j¨ astetty mittaus toteutettiin joulukuussa ennen jou-
lulomaa. Interventiotunnit pidettiin 16.9.–24.9.2015. Pilotissa opetusryhmä oli jaet-
tu kahteen yhtäsuureen ryhmään. Koska luokalla oli vain kaksi tyttöä, oli molem-
mat sijoitettu samaan ryhmään. Tutkija opetti koeryhmää ja luokanopettaja kontrol-
liryhmäa.¨ Koeryhmä sai jäad¨ ä opiskelemaan kotiluokkaansa ja kontrolliryhmä siir-
tyi opiskelemaan toiseen luokkatilaan. Oppikirjassa murtolukujakso ajoittui tammi-
helmikuulle, mutta pilottiryhmän opettajalle sopi jakson käsittely jo syksyn puolel-
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la. Tutkija opetti murtolukujaksoa viiden oppitunnin verran k¨ aen toiminnallisiaaytt¨ 
opetusmenetelmiä ja painottaen murtoluvun suuruutta, luokanopettaja noudatti oppi-
kirjan murtolukujakson esitysjärjestystä. 
9.1.2 Pilotin vaikutukset 
Pilotista saatujen kokemusten perusteella tutkija muokkasi tuntisuunnitelmia. Kol-
masluokkalaiset ovat vielä sen verran nuoria, että laaditut 45 minuutin tuntisuunnitel-
mat olivat yläkanttiin mitoitettuja. Kaikenlaiseen oheistekemiseen, välineiden esiin 
ottamiseen, pelisääntöjen läpikäymiseen ynnä muuhun sellaiseen meni yllättävän 
paljon aikaa. Koska pilottiryhman¨ ä oli matematiikkapainotteinen luokka, olisi ole-
tettavaa, että tavallisen opetusryhm¨ akin hitaampi. an kanssa etenemistahti olisi viel¨ 
Oppituntien sisältöjä oli pakko karsia ja niitä muokattiin alkuperäisestä suunnitel-
masta. Matematiikkaluokan oppilaat olivat erittäin tehtäväorientoituneita ja osa op-
pilaista oli huolissaan siit¨ a¨ at tekem¨an oppikirjan teht¨ a. T¨ aa, milloin he p¨asisiv¨ a¨ avi¨ am¨ 
huomioitiin interventiotuntien tuntisuunnittelmissa siten, että oppituntien loppuun 
jätettiin hieman aikaa oppikirjan tehtävien tekemiselle. 
9.2 Interventiotuntien tuntisuunnitelmat 
Tutkijalla oli mahdollisuus keskustella murtolukujen oppimista pitkäan¨ tutkineen ja 
kansainv¨ anen Tu-alisesti arvostetun apulaisprofessori Xenia Vamvakoussin kanssa h¨ 
run vierailunsa aikana (5.11.2015). Vamvakoussin ehdotuksesta interventioon sisälly-
tettiin myös lukusuorahavainnollistus lukuvälillä 0–3. Lukusuoran avulla oli tarkoi-
tus auttaa oppilaita huomaamaan useat eri tavat merkitä samankokoisia lukuja ja toi-
saalta rikkoa mielikuvaa murtoluvusta, joka on aina lukujen nolla ja yksi v¨ a.aliss¨ 
Lukusuorahavainnollistuksen rinnalle lis¨ a murtolukujen visuaaliset mal-attiin viel¨
lit, jotta oppilaiden olisi mahdollista nähdä kytkös eri representaatioiden välillä. Esi-
merkiksi murtoluvun 7 sijoittaminen lukusuoralle käy helposti, kun myös luonnol-2 
liset luvut mallinnetaan Murtokakkupaloista tutuilla kokonaisilla ympyr¨ a (Ku-oill¨
va 12). T¨ a mallissa kokonaisina kuvatut luonnolliset luvut auttavat sekalukujenass¨
suuruuden sijoittamisessa lukusuoralle. Tällaista mallinnusta ei ole vielä esitetty tut-
kimuksissa eikä oppikirjoissa, vaan lukusuoralla esiintyvät luonnolliset luvut on esi-
tetty yleensä numerosymbolein, kuten esimerkiksi tutkimuksessa Flores, Hinton ja 
Taylor (2018) lukusuoralle on sijoitettu luvut 0, 1 ja 2, ja tutkimuksissa Hamdan ja 
Gunderson (2017) ja Begolli, Booth, Holmes ja Newcombe (2020) lukusuoralle on 
sijoitettu luvut 0 ja 1. Voidaan siis sanoa, että käytäntö merkitä luonnolliset luvut 
lukusuoran yhteyteen pelkästään numerosymboleilla on edelleen käytössä ja siten 
kehittelemani malli poikkeaa¨ vakiintuneesta kayt¨ ¨ ost¨ann¨ a. 
Murtolukujakso aloitettiin oman opettajan johdolla, jolloin oppitunnilla l¨ aahinn¨ 
kerrattiin toisella luokalla opittuja käsitteit¨ asosa.a puoli, yksi kolmasosa ja yksi nelj¨ 
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Kuva 12. Sekaluvun mallintaminen lukusuoralla hy¨ aen sektorimalleja odynt ¨ 
Interventio alkoi murtolukujakson toisella oppitunnilla. Interventio kesti viisi neljän-
kymmenviiden minuutin mittaista oppituntia, oppitunnit pidettiin pä¨ a¨ oisesti op-as¨ant¨ 
pilaiden lukujärjestyksen mukaisina ajankohtina, jolloin interventiotunnit sijoittuivat 
yhden–kahden viikon ajanjaksolle. Oppilailla saattoi olla ennakkokäsitys, että mate-
matiikan tunneilla opiskelu n¨ aytyy oppikirjan teht¨ a. Jotta oppi-aytt¨ avien tekemisen¨ 
laat olisivat luottavaisin mielin, interventiotuntien lopuksi tehtiin oppikirjan teht¨ a,avi¨ 
jos aikaa oli. 
9.2.1 Interventiotunti I 
Tunnin tavoitteena oli oppia tunnistamaan symbolinen murtolukuesitys, ilmaisemaan 
se oikein ja ymmärtämään, mitä symboliesitys tarkoittaa. Tässä lähdettiin liikkeel-
le osa kokonaisesta -ajattelusta. Opetus aloitettiin esittelemall¨ ä oppilaille ongelma: 
Sannilla on seitsemän suklaa keksiä, jotka hän haluaa jakaa ystävänsä Annin kanssa. 
Onnistuuko Sanni?. Taululla piirretään keksit ja käydään läpi miten puolikas keksi 
voidaan merkitä. Seuraavaksi kirjoitetaan taululle luku 2 ja kysytään, mitä tuo mer-3 
kintä tarkoittaa omin sanoin selitettynä. Kirjoitetaan myös tekstinä taululle murto-
luku kaksi kolmasosaa, sillä etenkin oppilaiden, joiden äidinkieli ei ole suomi, on 
helpompi oppia oikea tapa sanoa ä¨ os kirjoitettu aneen murtoluku, kun nimitys on my¨ 
näkyviin. Seuraavaksi harjoitellaan murtoluvun sanomista ja määrän tunnistamista 
pelaamalla pitsa-peliä. Pelissä on vain neljäs-, viides- ja kuudesosia. Pelin pelaa-
misen j¨ a¨ aviä oppikirjasta. Tunnin lopuksi vielä kerrataan, miten alkeen tehd¨an teht¨ 
murtoluku sanotaan ja mitä murtolukumerkintä tarkoittaa. 
9.2.2 Interventiotunti II 
Tunnin tavoitteena on oppia uusia k¨ a ja tutustua Murtokakkupaloihin. Tunti asitteit¨
aloitetaan kertaamalla, miten murtoluku sanotaan a¨¨aneen ja mitä murtolukumerkintä 
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tarkoittaa. Opetellaan uudet k¨ aj¨ a muis-asitteet osoittaja ja nimitt¨ a ja niihin liittyv¨
tisääntö ’otsa - osoittaja ja nenä - nimittäjä’. Jokaiselle oppilasparille jaetaan Mur-
tokakkupalat. Aluksi kehotetaan oppilaita levittelemään palat pöydälle ja tutustu-
maan niihin. Hetken tutustumisvaiheen jälkeen pyydetään oppilaita ryhmittelemään 
samanvariset palat yhteen. Kysyt¨ ä¨ a v¨an, mink¨ arinen pala on esimerkiksi 1 5 ja pyy-
an oppilaita nostamaan yl¨ a silm¨detä¨ os kyseinen pala, jolloin yhdell¨ ayksellä opetta-
ja näkee, onko oikea pala löytynyt. Otetaan muutama samantyyppinen tehtävä. Ky-
sytään myös toisin päin: ’minkä kokoinen pala on pinkkipala?’ Pyydetään oppilaita 
kokoamaan murtoluvut 2 4 ja
4 
8 . Kun verrataan saatuja murtolukuja, huomataan, että 
ne ovat keskenä¨ a suuria. Kysyt¨an l¨ o muita paloja, joilla voidaan esitt¨aan yht¨ a¨ oytyyk¨ a¨ 
puolikas. Huomataan, että on monta erilaista tapaa esittää puolet. Tämän jälkeen aloi-
tetaan oppikirjan tehtävistä. 
9.2.3 Interventiotunti III 
Tunnin tavoitteena on murtolukujen suuruusvertailu Murtokakkupaloja k¨ aen. Pa-aytt¨ 
lat mahdollistavat lukujen suuruusvertailun pinta-aloja vertaamalla. Liikutaan eri 
representaatioiden välillä. Kerrataan viime tunnin uudet käsitteet osoittaja ja nimittäjä 
ja niihin liittyvä muistisääntö. Tunnin aiheena on murtolukujen välinen suuruus-
vertailu, joten kerrataan aluksi vertailumerkit suurempi kuin (>) ja pienempi kuin 
(<). K¨ a¨ a l¨ a tai dokumenttikameralla, mi-ayd¨an yhdess¨ api esimerkki piirtoheittimell¨
ten murtolukuja voi verrata keskenään Murtokakkupalojen avulla. Jaetaan oppilaille 
pareittain Murtokakkupalat ja kehotetaan ryhmittelemään samanväriset palat yhteen. 
Kun palat ovat valmiina, annetaan oppilaille suuruusvertailumoniste. Vertailtavina on 
sekä samannimisiä että erinimisiä murtolukuja. Tarkoituksena on, että oppilaat voi-
vat palojen avulla vertailla keskenään murtolukuja. Kehotetaan oppilaita miettimään 
ensin yhdessä parin kanssa ja vasta sitten kysymään opettajalta. Tarkistetaan moniste 
yhdessa. Siirryt¨ ä¨ aviin. Lopuksi viel¨ a t¨ a¨an oppikirjan teht¨ a kerrataan, mit¨ an¨an opittiin 
ja mietitäan¨ yhdessä kumpi on suurempi 2 5 vai 
2 
4 . 
9.2.4 Interventiotunti IV 
Tavoitteena on murtolukujen suuruusvertailun vahvistaminen, tutustutaan murtolu-
kupohjaan. Vahvistetaan edelleen murtoluvun suuruuden käsitettä pelaamalla Suurin 
murtoluku -pelia. K¨ ayd¨ ¨an aluksi yhdess¨ api s¨ann¨ a¨a¨ a l¨ a¨ ot ja esitell¨an murtolukupohja, 
jonka avulla suuruusvertailuja voi olla helpompi tehda.¨ Pelaamisen jälkeen otetaan 
yhdessä lukusuoramallinnus. Lukusuoramallinnukseen yhdistetään Murtokakkupa-
loista tuttu sektorimalli. Lukusuoramallissa on annettu lukuväli 0–3, minkä tarkoi-
tuksena on rikkoa oppilaiden mielikuva murtoluvuista, joiden arvo on jotain lukujen 
0 ja 1 v¨ a. V¨ am¨ a t¨ a tulee esille my¨ a. Lopuksi voidaan alill¨ aist¨ att¨ ass¨ os sekalukumerkint¨ 
pelata pitsa-peliä tai ottaa tehtäviä oppikirjasta. 
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9.2.5 Interventiotunti V 
Tunnin tavoitteena on oppia samannimisten murtolukujen yhteen- ja vähennyslaskua, 
joten kerrataan ensin mitä merkit + ja − oikein tarkoittavat luonnollisten luku-
jen yhteen- ja v¨ ayd¨an yhdess¨ api Murtokakkupaloja k¨ aenahennyslaskussa. K¨ a¨ a l¨ aytt¨ 






5 . Annetaan oppilaille pareittain Murtokakkupalat ja kehote-
taan heitä ryhmittelemään samanväriset palat yhteen. Annetaan oppilaille moniste, 
jossa on sekä yhteen- että vähennyslaskutehtäviä samannimisillä murtoluvuilla. Ke-
hotetaan oppilaita pohtimaan ensin parin kanssa ja vasta sitten kysymäan¨ opettajal-
ta. Tarkistetaan yhdess¨ asosia. Esitet¨ana moniste. Murtokakkupaloissa ei ole seitsem¨ a¨ 
ongelma: ’mitäpä jos meillä ei olekaan sopivia paloja, esimerkiksi miten laskettai-
siin 2 4?’. Annetaan oppilaiden keksiä laskusääntö! Siirrytään oppikirjan tehtäviin.+7 7 
Otetaan aluksi yhdessä esimerkki. 
9.3 Tutkimusavustajat 
Interventiotuntien opetuksen toteuttivat yhden ryhman¨ osalta tutkija ja muiden ryh-
mien osalta neljä tutkimusavustajaa. Tutkimusavustajina oli yksi luokanopettajaopis-
kelija ja kolme matemaattisten aineiden aineenopettajaopiskelijaa. Luokanopettajao-
piskelija oli jo suorittanut opintoihinsa sisältyvät matematiikan opinnot ja aineen-
opettajaopiskelijat olivat jo suorittaneet pedagogiset opintonsa. Tutkimusavustajat 
saivat noin yhden tunnin mittaisen koulutuksen, jossa k¨ api tulevien interven-aytiin l¨ 
tiotuntien sisall¨ ¨ aytett¨ at v¨ aksi tutkimusavustajat saivat yksityis-ot ja k¨ av¨ alineet. Lis¨ 
kohtaiset tuntisuunnitelmat ja materiaalit kullekin interventiotunnille. Näin opetus 
pysyi mahdollisimman samanlaisena KOE-ryhmien välillä. Tutkimusavustajat opet-
tivat kaikki viisi interventiotuntia omille ryhmilleen. Kullakin avustajalla oli ope-
tettavia ryhmiä yhdest¨ aksi raportoimaan a kolmeen. Tutkimusavustajia pyydettiin lis¨ 
kunkin opetustunnin jälkeen mahdolliset poikkeavat tilanteet interventiotunnin aika-
na ja kertomaan myös sen, kuinka pitkälle tuntisuunnitelman kanssa olivat edenneet. 
Nain oli mahdollista varmistaa, ett¨ a kaikki oleelliset kohdat tuli k¨ ¨ a l¨ayty¨ api. Yleisoh-
jeena oli jatt¨ ¨a oppikirjan teht¨ at tekem¨ a, jos oppitunneilla tuli kiire. Jos ryhm¨a¨ av¨ att¨ a 
eteni oletettua hitaammin, karsittiin viimeisen oppitunnin sisältöjä. 
9.4 Tutkimushenkilot¨ 
Tutkimukseen osallistuvia koululuokkia haettiin yhteistyöverkostojen kautta. Haluk-
kaat opettajat saivat ilmoittaa luokkansa mukaan tutkimukseen, joten tutkimusluokat 
valittiin opettajien aktiivisuuden perusteella. Kaksi luokkaa jouduttiin jättämään tut-
kimuksen ulkopuolelle, toinen oli niin sanottu pienryhmaluokka, jossa oli liian v¨ ah¨ an¨ 
oppilaita ja toisella luokalla murtolukujakso ajoittui niin pitk¨ a¨ a tut-alle kev¨aseen, ett¨
kimusavustajat olivat jo työllistyneet muualle. Tutkimukseen (N = 188, 94 poikaa ja 
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94 tyttö¨ ast¨a) osallistui 11 varsinaissuomalaista kolmatta luokkaa yhdeks¨ a eri koulus-
ta Turun kaupunkiseudulta. Yhdestä koulusta osallistui kolme opetusryhmää. Inter-
ventiot toteutettiin pääosin tammi–helmikuussa 2016, yhden ryhmän osalta maalis-
kuun alussa. 
9.5 Tutkimusmenetelmä 
Toteutetussa interventiossa hy¨ alineit¨ a,odynnettiin erityisesti konkreettisia v¨ a, pelej¨ 
piirrosmalleja ja oppilaiden keskin¨ a vuorovaikutusta. Jotta interventio olisi mah-aist¨
dollisimman samanlainen jokaisessa ryhmässä, jokainen interventiotunti noudatti en-
nalta määrättyä tuntisuunnitelmaa. Oppilaat työskentelivät välillä yksinään, välillä 
pareittain ja v¨ a 3–4 oppilaan ryhmiss¨ ain luotiin tilaisuuksia vertaisoppimisel-alill¨ a. N¨ 
le ja matematiikkapuheelle. Jakson aikana oli tarkoitus oppia samannimisten murto-
lukujen yhteen- ja vähennyslaskualgoritmi niin, että oppilaat saivat välineiden avulla 
tehdä havaintoja ja itse oivaltaa laskuproseduurit. Samalla pyrittiin siihen, että oppi-
laiden konseptuaalinen ymmärrys murtoluvun suuruudesta vahvistuu. 
Koska opetusryhm¨ a¨ aytt¨ at ope-at ovat kesken¨an kovin erilaisia ja jo opettajan k¨ am¨ 
tusmenetelmät ja persoona saattavat vaikuttaa oppilaiden oppimiskulttuuriin, ei ollut 
mielekästä verrata keskenään kahta eri luokkaa. Siksi jokainen interventioon osal-
listuva luokka jaettiin kahteen keskenään mahdollisimman samanlaiseen ryhmään: 
kummassakin ryhmässä tuli olla matemaattisesti taitavia ja vähemmän taitavia oppi-
laita, tyttoj¨ ¨ aest¨on kuuluvia. Luokan-a ja poikia, maahanmuuttajataustaisia ja kantav¨ o¨ 
opettaja jakoi luokkansa kahteen ryhmä¨ odynt¨an hy¨ aen oppilastuntemustaan. Luo-
kanopettaja opetti KONTROLLI-ryhmää interventiotuntien aikana haluamallaan ta-
valla toisessa opetustilassa. Interventioryhmää eli KOE-ryhmää opetti tutkimusavus-
taja ja ryhmä ty¨ a kotiluokassaan. Puolikkaita ryhmi¨oskenteli yleens¨ a ei sekoitettu 
intervention aikana. Tutkimuksen koeryhman¨ muodostivat interventio-opetukseen 
osallistuneet luokkien puolikkaat ja kontrolliryhmän muodostivat oman opettajan 
opetuksessa olleet oppilaat. 
9.6 Tutkimusaineiston hankinta 
Tutkimuksessa tarkastellaan toiminnallisten opetusmenetelmien, erilaisten represen-
taatioiden ja murtoluvun suuruuden korostamisen yhteisvaikutusta oppimiseen. Tut-
kimuksessa analysoidaan oppilaiden vastauksia murtolukujen suuruusvertailutehta-¨ 
vissä ja murtolukujen yhteen- ja vähennyslaskutehtävissä kolmessa identtisessä mit-
tauksessa. Alkumittaus oli joulun 2015 alla ennen murtolukujakson alkua, toinen 
mittaus murtolukujakson pä¨ alkeen helmi-maaliskuussa ja viiv¨attymisen j¨ astetty mit-
taus toukokuun 2016 lopulla (Kuva 13). Testien tekemiseen oli varattu 45 minuuttia 
mutta käytännössä siihen meni aikaa vain 20–30 minuuttia. 
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Kuva 13. Tutkimuksen ajoituskaavio 
9.6.1 Mittari 
Testissä oli kaksikymmentä tehtav¨ äa, joista¨ osassa oli lisäksi alakohtia a–e (Liite 3). 
Aikaisemmin esiteltyjen tutkimusten (Jordan ym., 2013; Fazio ym., 2014; Gabriel 
ym., 2013; Siegler & Pyke, 2014) perusteella tiedetään, että oppilaiden taito sijoittaa 
luonnollisia lukuja lukusuoralle annetulle lukuvälille ennustaa taitoa sijoittaa murto-
lukuja lukusuoralle. Monessa tutkimuksessa oppilaiden tehtävänä on ollut sijoittaa 
murtolukuja lukuv¨ am¨alille 0–1. T¨ a kuitenkin rajoittaa murtoluvun suuruuden ajatte-
lua, siksi testattiin oppilaiden kykyä sijoittaa sekalukuja lukuvälille 0–5. Mahdollis-
ten tunnettujen virhekäsitysten paljastamiseksi mittariin laitettiin myös tehtävä, jossa 
annetut murtoluvut tuli asettaa suuruusjärjetykseen. Järjestettävissä luvuissa oli mu-
kana my¨ aj¨a suurem-os luonnollisia lukuja ja murtolukuja, joiden osoittaja oli nimitt¨ a¨
pi haastamassa oppilaan k¨ a suurimmasta murtoluvusta. Suurin osa teht¨ aasityst¨ avist¨ 
(5–8, 10a, 13, 15–19) oli samoja kuin on käytetty rationaalilukututkimuksessa (Mc-
Mullen ym., 2015). 
Luonnollisiin lukuihin liittyvat teht¨ av¨ at¨ 
Tehtav¨ ¨ av¨an 1 laskuteht¨ at (5+7, 3·5, 23+18, 123−89) testasivat oppilaiden peruslas-
kutaitoa, kymmenylitystä ja kertolaskun hallintaa. Tehtävässä 2 tuli ympyröidä suu-
rin luku annetuista luvuista (109, 901, 910, 190). Tämä tehtävä paljastaa sen, kuinka 
hyvin kymmenjärjestelmä oli oppilaiden hallussa. Tehtävässä 4 tuli merkitä rastilla 
luvun 500 paikka lukuvalill¨ a 0–1000, ja teht¨ ¨ ass¨av¨ a 5 oli sijoitettava luku 750 vastaa-
valle lukuvälille. Jordanin ym. (2013) mukaan oppilaiden kyky sijoittaa luonnollisia 
lukuja lukusuoralle ennustaa oppilaiden kykyä sijoittaa murtolukuja lukusuoralle. 
Murtolukuihin liittyvat teht¨ av¨ at¨ 
Tehtav¨ ¨ a 3 testattiin kuvallisen representaation hallintaa (Kuva 14). Teht¨ ass¨ass¨ av¨ a tes-
tattiin ymm¨ a kuvion jakamisesta yht¨ a, onko joukkomalli arryst¨ a suuriin osiin ja sit¨ 
oppilaille tuttu. (Jordan ym., 2013). 
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ja tuli sijoittaa lukuv¨ aviss¨alille 0–1. Vastaavasti teht¨ a 
tuli sijoittaa lukuvälille 0–5. Näillä tehtävillä testattiin, onko op-
pilaalla jo kykyä ohittaa yhtä yksikköä pidemmän janan mieltäminen yhtenä koko-
naisena. (Ni, 2000; Torbeyns ym., 2015.) Tehtav¨ at¨ 8 ja 9 olivat yli opetussuunni-
telman vaatimusten, mutta n¨ a teht¨ a n¨ ataill¨ avill¨ ahtiin, kuinka hyvin oppilaat pystyiv¨ 
käsittelemään ajatusta yhtä suuremmasta murtoluvusta. 
Tehtävässä 10 oli kaksi samannimisten murtolukujen yhteenlaskutehtävää ( ) 
ja ( + ) ja samannimisten murtolukujen vähennyslaskutehtävä ( − ). Lisäksi oli 
kolmannen luokan matematiikan opetussuunnitelman ulkopuolelta kaksi erinimisten 
murtolukujen yhteenlaskutehtav¨ äa (¨ + ) ja ( ), jotka olivat täysin ratkaistavissa, 
jos oppilaalla oli k¨ arrys murtoluvun suuruudesta (Carpenter, 1986).asitteellinen ymm¨ 
Tehtäv¨ ayttä ̈  amistä apuna.anannossa jopa ohjeistettiin oppilaita: Voit k¨ a piirt¨ 
Tehtävät 11–15 olivat murtolukujen suuruusvertailutehtäviä. Tehtävässä 11 ver-
). Tehtävässä 12 
Kuva 14. Tehtav¨ ¨ a tuli ympyr¨ a kohdat a) ja c) ja j ¨ aä b)-kohta ympyr¨ att ¨ass¨ oid¨ att ¨ oim¨ a. 
ja vs. ). Teht¨ a 12b ja 12c luonnollisten lukujen ominaisuuksiin tukeutumi-aviss¨
nen (Natural Number Bias) johtaa oikeaan vastaukseen (NNBpos). Tehtävässä 13 
vertailtavissa murtoluvuissa luonnollisten lukujen ominaisuuksiin nojaaminen ohjasi 
vä¨ a¨ar¨an vaihtoehtoon (NNBneg) ( vs. vs. vs. ). Tehtav¨ ¨ a 14 k¨ass¨ aytettiin 
ankkurilukuja ja pyydettiin oppilasta arvioimaan, onko annettu murtoluku ( 
ja ) lähimpänä lukua 0, vaiko 1 (Fuchs ym., 2013). Tehtävässä 15 tuli asettaa 
annetut kolme lukua suuruusjärjestykseen pienimmästä aloittaen, mukana oli myös 
yksi kokonainen ja murtoluku, joka oli suurempi kuin yksi (Gabriel ym., 2013). 
Tehtävät 16 ja 17 olivat avoimia tehtäviä, joissa kysyttiin pienintä ja suurinta 
murtolukua. Naill¨ ä edell¨ avill¨ a¨a mainituilla teht¨ a haluttiin selvitt¨a, kuinka moni op-
pilaista mieltä¨ alill¨a murtoluvun suuruuden olevan lukujen 0 ja 1 v¨ a (Gabriel ym., 
2013). 
Tehtävässä 18 kysyttiin Kuinka monta lukua on lukujen ja v¨ a?. Vastaus-aliss¨ 
vaihtoehtoja oli kolme: Ei yht¨an lukua, Luvuta¨ ja ja Lukujen v¨ a on paljonaliss¨ 
vs.vertailtavat murtoluvut olivat suuruudeltaan v¨ an kuin yksi ( ahemm¨ 
rattiin yksikkömurtolukuja keskenään ( vs. vs. ja vs. 
ja 
Teht¨ a 6 ja 7 luvutaviss¨
8 ja 9 luvut 
3 
4vs. 
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2 1Viimeisessä teht¨ ass¨ av¨ a 20, tuli arvioida summan suuruutta ja av¨ a, teht¨ ass¨ +3 6 
sijoittaa luku jollekin lukuväleistä a–d (Kuva 15)(Cramer ym., 2002; Cramer & Wy-
berg, 2009). Tehtävän avulla nähdään, ymmärtääkö oppilas yhteenlaskettavien luku-
jen suuruudet ja osaako hän hyödyntää tietoa summan suuruuden arvioinnissa. 
Kuva 15. Tehtav¨ ä 20 mittasi erinimisten murtolukujen summan arviointia. 
Jokaisessa tehtäväkohdassa sai oikeasta vastauksesta yhden pisteen ja virheelli-
sestä vastauksesta nolla pistett¨ aviss¨ a oppilas oli merkin-a. Lukusuorateht¨ a riitti, ett¨
nyt rastinsa oikeasta kohdasta kymmenen prosentin etäisyydelle (Rittle-Johnson ym., 
2001). Kymmenen prosentin etäisyys laskettiin lukuvälin päätepisteiden etäisyydestä 
(13 cm). Lisäksi mitattiin koko ajan samaa viivoitinta käyttäen oppilaan merkitsemän 
rastin etäisyys oikeasta kohdasta millimetreinä, jotta mahdollinen suuruuden arvioin-
nin kehittyminen voitaisiin havaita mittauskertojen v¨ a. Oppilailla oli mahdolli-alill¨ 
suus kaytt¨ ä¨ an murtoluvun, teht¨ ass¨a omaa viivainta arvioinnin apuna. Pienimm¨ av¨ a 16, 
ja suurimman murtoluvun, tehtävässä 17, arvostelu oli kolmiportainen: Jos oppilas 
merkitsi pienimmäksi murtoluvuksi luvun 0, hän sai yhden pisteen, jos hän merkit-
1si pienehkon¨ murtoluvun esimerkiksi an sai puoli pistettä ja muuten han¨ sai10000 , h¨ 
nolla pistetta.¨ Suurimman murtoluvun kohdalla esimerkiksi vastauksesta Ei ole suu-
rinta murtolukua oppilas sai yhden pisteen, suuresta luvusta esimerkiksi 10000000000 10 
hän sai puoli pistettä ja luvusta 1 hän sai nolla pistettä. Mittarin maksimipistemäärä 
oli 40 pistetta.¨ 
9.7 Aineiston analyysi 
Aineiston analyysimenetelmä on määrällinen analyysi, joka perustuu aineiston ku-
vaamiseen ja tulkitsemiseen tilastojen ja lukujen avulla. Kvantitatiivista aineistoa 
analysoitiin käyttämällä tilastollisten menetelmien ohjelmaa IBM SPSS Statistics 
24. Ero kahden ryhman¨ v¨ a tulkitaan tilastollisesti melkein merkitsev¨alill¨ aksi, kun 
p < 0, 05, tilastollisesti merkitsev¨ ain merkit-aksi, kun p < 0, 01 ja tilastollisesti eritt¨ 
seväksi, kun p < 0, 001 (Metsämuuronen, 2009, 441). Menetelmistä hyödynnettiin 
sekä parametrisia että parametrittomia menetelmiä. Oppilaiden vastaukset arvioitiin 
ja pisteytettiin asteikolla 0–1. Lisäksi tutkittiin, oliko oppilas mahdollisesti tehnyt 
vastauspaperiin teht¨ apiirroksia.avien ratkaisua tukevia piirroksia esimerkiksi ympyr¨ 
Piirrosten tekeminen kirjattiin oppilaan tietueeseen kussakin mittauksessa: piirtää = 
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1, ei piirrä = 0. Lis¨ a¨ a ja kirjat-aksi laskettiin vastauspaperista piirrosten lukum¨ar¨
tiin, liittyikö piirros murtolukujen suuruusvertailu- vaiko laskuproseduuritehtävään. 
Aluksi kaikkien eri mittauskertojen muuttujien frekvenssit tarkistettiin, jotta mah-
dolliset karkeat virhelyönnit saatiin karsittua pois. 
9.8 Luotettavuus ja eettisyys 
9.8.1 Luotettavuus 
Geary, Berch ja Koepke (2019) ovat kirjanneet asioita, joita tulee pohtia interventio-
ta suunniteltaessa, jotta interventio olisi mahdollisimman onnistunut: Toteutetaan-
ko interventio suunnitelman mukaisesti? Onko opetuksen kesto sama koe- ja kont-
rolliryhmall¨ ä? Onko interventio mahdollisimman samanlainen kaikille koeryhmille? 
Miten innokkaasti koeryhmä osallistuu interventioon? Ovatko intervention kannalta 
oleelliset kontrolliryhmän opetuksesta eroavat elementit mukana? 
Tutkimus toteutettiin koe–kontrolli-asetelmalla niin, että kukin luokka oli jaettu 
kahteen keskenään mahdollisimman samanlaiseen ryhmään matematiikan osaami-
sen perusteella. Tämä jako ei kuitenkaan kerro mitään esimerkiksi oppilaan motivaa-
tiosta tai asenteesta matematiikkaa kohtaan. Luokan puolikkaat ovat saattaneet olla 
motivaatioltaan ja asenteeltaan hyvinkin erilaiset, mikä on voinut vaikuttaa esimer-
kiksi innokkuuteen osallistua interventioon. (Geary ym., 2019.) Koeryhmä muodos-
tui intervention saaneista luokkien puolikkaista ja kontrolliryhmä luokanopettajien 
opetuksessa olleista oppilaista. Sekä koe- että kontrolliryhmä saivat opetusta yhtä 
monta oppituntia. Opettajille ei kerrottu sita,¨ miten interventiotunneilla opetettiin. 
Opettajat olivat kuitenkin tietoisia opetuksen pä¨ a, ett¨alinjoista kuten siit¨ a interven-
tio kattaa murtoluvun suuruusvertailun ja samannimisten murtolukujen yhteen- ja 
vähennyslaskun. Näin opettajat saattoivat pitää murtolukujakson päättyessä kaikille 
oppilailleen kokeen kuten normaalistikin. 
Tutkimusavustajille oli annettu etukäteen tuntisuunnitelmat, ohjeet ja muu mate-
riaali mahdollisimman samanlaisen intervention toteuttamiseksi. Tutkija toimi opet-
tajana yhdessä interventioryhm¨ a. Interventioryhmien oppilailla oli yhteens¨ass¨ a viisi 
eri opettajaa, joten avustajan/tutkijan persoonalla on voinut olla vaikutusta. Interven-
tioryhmissä oli myös eroja, osassa ryhmistä oltiin kiinnostuneita erilaisesta opetuk-
sesta, osassa taas oltiin passiivisempia. Tutkijalla ei ole tietoa siitä, mitä kukin luo-
kanopettaja teki KONTROLLI-ryhmänsä kanssa oppitunneillaan, sillä oppitunteja ei 
taltioitu mitenkä¨ osk¨an t¨ a varmuutta siit¨ a interven-an. Tutkijalla ei ole my¨ a¨ aytt¨ a, mit¨
tiotunneilla tapahtui, sillä my¨ a¨osk¨an interventio-opetusta ei taltioitu. 
Interventiossa korostettiin murtoluvun suuruuden ymmärtämistä, tätä tuettiin käyt-
t¨ all¨ alineit¨ a. Oppi-am¨ a konkreettisia opetusv¨ a, kuvallista materiaalia ja oppimispelej¨ 
laat saattoivat välitunneilla kertoa toisilleen tai opettajalleen, miten interventiotun-
nilla oli opetettu, mutta kyseinen oppitunti oli silloin jo pidetty. Jos luokanopettaja 
98 
Tutkimuksen toteutus 
k¨ a opetusmenetelmi¨ aytettiin, eronaytti saman tyyppisi¨ a kuin interventiotunneilla k¨ 
pitäisi olla pieni kyseisen luokan KOE- ja KONTROLLI-ryhmän välillä. Jos luokan-
opettaja käytti erilaista ja oppimisen kannalta parempaa lähestymistapaa, mahdolli-
nen ero ryhmien välillä tulisi olla KONTROLLI-ryhmän hyväksi. Jos luokanopettaja 
kaytti erilaista ja oppimisen kannalta heikompaa opetusmenetelm¨ äa,¨ ero olisi KOE-
ryhman¨ eduksi. 
Tutkimukseen osallistuneet oppilaat olivat varsinaissuomalaisia kolmasluokka-
laisia, osa oli maahanmuuttajataustaisia, osa kantaväestöön kuuluvia. Oppilaat olivat 
sekä maaseutu- että kaupunkikouluista. Koska tutkimuksessa oli koululuokkia vain 
yksitoista kappaletta Turusta tai Turun kaupunkiseudulta, ei yleistyksiä voida tehdä 
näin pienen ja maantieteellisesti rajatun tutkimusjoukon perusteella. 
Tutkija k¨ otti oppilaiden vastaukset matriisiin. Op-asitteli tutkimusaineiston ja sy¨ 
pilaiden taustatietoina kirjattiin sukupuoli, koululuokka, opetusryhm¨ aytt¨ a op-an k¨ am¨
pikirja, tutkimusavustaja ja kuuluiko oppilas koe- vaiko kontrolliryhmään. Jotta tut-
kija pysyisi mahdollisimman objektiivisena oppilaiden ratkaisuja ja vastauksia ar-
vioidessaan, tieto siitä, oliko oppilas koe- vaiko kontrolliryhmän jäsen, kirjattiin tie-
tueeseen viimeiseksi, vasta kun kaikki muu tieto ja oppilaan suoritukset kaikissa kol-
messa mittauksessa oli jo kirjattu. 
9.8.2 Eettisyys 
Tutkimuksessa noudatettiin hyvää tieteellistä menettelytapaa. Tutkimussuunnitelma 
hyväksytettiin ennen tutkimuksen aloittamista Turun yliopiston eettisellä toimikun-
nalla. Toimikunta piti tutkimusta eettisesti hyväksyttävänä ja antoi puoltavan lausun-
non interventiotutkimuksen toteuttamiselle (Kokous 8.9.2015, Liite 2). Tutkimuslu-
pa pyydettiin myos¨ tutkimukseen osallistuvien kuntien ja kaupunkien kouluviras-
toilta tai opetuslautakunnilta ja koulujen rehtoreilta. Koska tutkimushenkilöt olivat 
alaikäisiä, tuli lupa pyytää myös oppilaiden vanhemmilta. Oppilaiden vanhemmille 
tiedotettiin Wilma-viestien avulla tutkimuksesta. Kolmen oppilaan vanhemmat eivät 
antaneet lupaa osallistua tutkimukseen, n¨ atettiin tutki-aiden oppilaiden vastaukset j¨ 
muksen ulkopuolelle. 
Luvan saaminen tutkimukseen osallistujilta on erityisen tärkeää. Alaikäisellä osal-
listujalla on viime kädessä oikeus kieltää omien suoritustensa tutkimuskäyttö, vaik-
ka oppilaan huoltaja olisi jo antanut suostumuksensa. Kolmekymment¨ anaseitsem¨ 
oppilasta noin 250 oppilaasta käytti oikeuttaan olla antamatta lupaa vastaustensa 
käyttämiseen tutkimuksessa. Oppilaiden osallistuminen tutkimukseen ei vaikuttanut 
heidän kouluarvosanaansa. Tutkimuksen ulkopuolelle jätettiin myös ne oppilaat, jot-
ka olivat interventiotuntien aikana erityisopettajalla tai poissa joltain mittauskerral-
ta. Tutkimusaineisto koostui niiden 188 oppilaan vastauksista, jotka olivat antaneet 




Tutkimuksen interventio-opetus toteutettiin ryhmissa tutkimusavustajien toimesta yht¨ ä 
ryhmä¨ a ryhm¨ a interventiotunnit toteutti tutkija. Ai-a lukuun ottamatta. Yhdess¨ ass¨
heuttaako tämä ongelman tutkimuksen eettisyydelle? Pysyykö tutkija riittävän ob-
jektiivisena omalle ryhmälleen? Ryhmä ei ollut tutkijalle entuudestaan tuttu. Opet-
tamalla yhtä ryhm¨a tutkija sai k¨ a, miten interventiotuntien aikataulut a¨ asityksen siit¨ 
toimivat tuntemattoman opetusryhman¨ kanssa. Pilottitutkimuksessa oli jo kokeiltu 
kertaalleen intervention tuntisuunnitelmat ja suunnitelmia oli muokattu kokemusten 
perusteella, mutta pilottiryhmänä oli niin sanottu matematiikkaluokka eikä se siten 
ollut vertailukelpoinen tavallisen opetusryhman¨ kanssa. Yhtä tutkimusryhmää opet-
tamalla tutkija sai k¨ a, kuinka hyvin interventiotuntien suunnitelmat eh-asityksen siit¨ 
dittiin toteuttamaan tavallisen opetusryhmän oppituntien aikana ja miten oppilaat ot-
tivat vastaan ehkä aiemmasta poikkeavan lähestymistavan. Koska mahdollinen inter-
ventioryhmien suosiminen aineiston käsittelyssä oli estetty, en näe tutkimuksellista 
ongelmaa siin¨ a tutkija toimi yhden ryhm¨a, ett¨ an opettajana intervention aikana. 
Interventiosta aiheutunut vaiva 
Oppilaille ja opettajille aiheutunut ylimä¨ ainen vaiva oli kolmen testin muodossa, ar¨ 
sillä oppilaat testattiin kolme kertaa tutkimuksen aikana. Opettajan ei tarvinnut kor-
jata testejä, joten hänelle koitui lähinnä testien organisointivaiva. Oppilaat saattoivat 
kuitenkin hyötyä tutkimuksen järjestelyistä. Sekä koe- että kontrolliryhmä opiskeli-
vat puolen luokan kokoisissa ryhmissä, jolloin tutkimusavustajalla ja luokan omalla 
opettajalla liikeni enemman¨ aikaa huomioida yksitt¨ a opis-ainen oppilas. Koeryhm¨
keli samaa teemaa kuin kontrolliryhmä kattaen saman oppisis¨ on ja ryhm¨all¨ at saivat 
ajallisesti yhtä monta oppituntia opetusta. Koeryhmä ei siis jäänyt jälkeen opetukses-
sa, vaan luokanopettajat saattoivat pitää saman sisältöisen kokeen jakson päätteeksi 
koko luokalleen. 
Koeryhmän opetusmenetelmä saattoi poiketa luokanopettajien tavanomaisista me-
netelmista.¨ Aiempien tutkimusten valossa konkreettisilla v¨ a ja visualisoin-alineill¨
neilla n¨ aisi olevan positiivinen vaikutus murtolukujen oppimiseen (Carbonneau, aytt¨ 
Marley & Selig, 2013), joten interventiossa hyödynnettyjen havainnollistamisväli-
neiden käytön ei pitäisi ainakaan heikentää koeryhmän oppilaiden oppimisen mah-
dollisuuksia. Koeryhmä tiesi saavansa erilaista opetusta kuin kontrolliryhmä, joten 
tam¨ ä saattoi lis¨ a koeryhm¨ akyä testitu-at¨ an oppilaiden mielenkiintoa ja se saattaisi n¨ 




Oppilaat vastasivat kynä–paperi-testiin kolmella mittauskerralla: Alkumittauksessa 
(A), Toisessa mittauksessa heti intervention jälkeen (B) ja Viivästetyssä mittaukses-
sa (C). Oppilaat vastasivat omalla nimellään, jotta saman oppilaan vastaukset voitai-
siin jalkik¨ ateen yhdist¨ ¨a toisiinsa ja n¨a¨ ain havaita mahdollinen kehityskulku oppilaan 
vastauksissa. Jotta oppilaan nimi ei vaikuttaisi tutkijan aineiston analysointiin, oppi-
laat numeroitiin juoksevalla numerolla ja oppilaan tietueeseen merkittiin viimeiseksi 
tieto, oliko oppilas kuulunut koe- vai kontrolliryhmään. Oppilaista ei kerätty mitään 
muita tietoja kuten esimerkiksi oppilaan edellinen matematiikan arvosana, kotikieli 
tai muuta sellaista. Tutkittavat luokat olivat Turun kaupunkiseudun alueelta, mutta 
mistä sieltä, sitä ei tarkemmin tutkimuksessa kuvata. Osa oppilaista oli kaupunki-
kouluista ja osa maaseutukouluista, joten yksittäisen oppilaan vastauksen tunnista-
minen on melkoisen hankalaa. Jos oppilas tunnistettaisiin, niin mittarit kuvaavat op-
pilaan murtolukujen ja luonnollisten lukujen peruslaskutoimitusten osaamistasoa 9– 
10-vuotiaana, jolla tutkimusten valossa on yhteys oppilaan matematiikan osaamisen 
tasoon yläkoulussa ja lukiossa. 
Taulukko 2. Mittausten tunnuslukuja opetusryhmittäin mittauskerroilla A, B ja C. 
Luokka n MA SDA väliA MB SDB väliB MC SDC väliC 
Lk 1 17 13,06 3,69 9,0–22,5 21,65 5,39 13,0–31,0 22,85 6,63 10,0–32,0 
Lk 2 10 9,75 3,62 3,0–15,0 21,95 4,37 15,0–29,0 20,15 7,23 9,0–34,0 
Lk 3 17 11,74 3,51 4,0–17,0 22,41 4,74 11,0–29,5 23,15 6,01 10,0–31,0 
Lk 4 20 7,15 2,56 3,0–13,0 19,80 7,46 7,0–34,0 17,20 6,79 4,0–29,0 
Lk 5 22 11,00 3,15 5,0–19,0 17,09 4,94 7,0–26,5 17,57 6,16 6,0–29,5 
Lk 6 16 10,56 2,99 5,0–16,0 26,13 4,57 18,0–34,0 24,63 4,78 15,0–33,0 
Lk 7 17 12,62 2,38 10,0–19,0 21,94 4,83 10,0–30,0 23,15 5,13 15,0–32,0 
Lk 8 16 7,84 3,59 3,0–13,0 18,50 6,83 5,0–32,0 19,47 6,70 5,0–30,0 
Lk 9 14 9,93 2,23 6,0–15,0 19,75 4,94 11,0–31,0 18,11 5,50 11,0–32,0 
Lk 10 18 7,53 2,03 4,0–11,5 12,83 5,34 4,0–26,0 14,94 5,91 5,0–32,0 
Lk 11 21 10,79 2,67 6,0–17,0 26,19 6,25 12,0–34,0 21,95 6,02 9,0–32,0 
Yht. 188 10,18 3,48 3,0–22,5 20,66 6,64 4,0–34,0 20,19 6,65 4,0–34,0 
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Aineistona käytettiin 3. luokan oppilaiden Alkumittauksessa (A), Toisessa mittauk-
sessa (B) ja Viiv¨ a mittauksessa (C) antamia vastauksia. KOE-ryhm¨ a jaastetyss¨ all¨
KONTROLLI-ryhmällä tarkoitetaan kunkin luokan puolikkaita ryhmiä. Tutkimuk-
sen varsinainen koeryhmä koostuu niistä oppilaista, jotka osallistuivat interventiotun-
tien mukaiseen opetukseen. Kontrolliryhmä muodostuu niistä oppilaista, joita opetti 
luokan oma opettaja. 
Kolmansien luokkien välillä oli lähtötaso-osaamisessa eroja (Taulukko 2), jo-
ten luokkien välinen vertailu ei olisi ollut mielekästä. Opettajien tehtävänä oli sik-
si jakaa oma opetusryhmänsä kahteen keskenään mahdollisimman samankaltaiseen 
ryhmä¨ ass¨ a oppi-an. Kummassakin ryhm¨ a tuli olla nopeammin ja hitaammin etenevi¨
laita, maahanmuuttajataustaisia ja kantasuomalaisia sekä tyttoj¨ ä ja poikia. 
Aluksi tutkittiin kuinka hyvin opettajat olivat onnistuneet jakamaan luokkan-
sa vertailukelpoisiin puolikkaisiin. Luokkien sisällä KOE- ja KONTROLLI-ryhmän 
v¨ a ei ollut tilastollisesti merkitsev¨a eroa Alkumittauksessa, toisin sanoen kum-alill¨ a¨
paankaan luokan puolikkaaseen ei n¨ anyt osuneen toista puolikasta enemm¨aytt¨ an esi-
merkiksi matemaattisesti taitavia oppilaita. Koska oppilasryhmien koot olivat pieniä, 
noin 20 oppilaan ryhmiä, osaryhmien väliseen vertailuun käytettiin parametriton-
ta Mannin-Whitneyn U –testia.¨ Testissä saadut kaksinkertaiset 1-suuntaiset p-arvot 
vaihtelivat v¨ a 0, 16 ≤ p ≤ 0, 97, joten ryhmien v¨ a ei ollut tilastollisesti mer-alill¨ alill¨
kitseviä eroja, vaan luokanopettajat olivat onnistuneet jakamaan luokkansa kahteen 
keskenään riittävän samanlaiseen ryhmään (Taulukko 3). 
Kun verrattiin alkumittauksessa saatuja keskiarvoja KOE- ja KONTROLLI-ryh-
mien v¨ a, heikoimmassa opetusryhm¨ a ne olivat MKOE = 6,7 ja MKONT ROLLI =alill¨ ass¨
7,6 ja parhaimmassa opetusryhmässä MKOE = 14,3 ja MKONT ROLLI = 12,2 maksi-
mipistemäärän ollessa 40 pistettä. Alkumittauksessa testin kokonaispistemäärät vaih-
telivat välillä 3,0–29,0, Toisessa mittauksessa 4,0–34,0 ja Viivästetyssä mittaukses-
sa 4,0–34,0. Alkumittauksessa 106 (53,5%) oppilasta sai 10 pistettä tai v¨ an.ahemm¨ 
Alkumittauksessa oli myos¨ tarkoitus l¨ a¨ ateen hallitsi-oyt¨a ne oppilaat, jotka jo etuk¨ 
vat murtolukuja jonkin verran. Alkumittauksessa löytyi kolme oppilasta, jotka sai-
vat testistä 22,5–29,0 pistettä. Ikävä kyllä nämä oppilaat olivat poissa toiselta tai 
viiv¨ a mittauskerralta ja siten j¨ at tutkimuksen ulkopuolelle. Toisessa ja Vii-astetylt¨ aiv¨ 
vastetyss¨ ä mittauksessa paras suoritus oli 34,0 pistett¨ am¨a, t¨ an saavutti toisessa mit-
tauksessa neljä oppilasta, mutta kolmannessa mittauksessa enää yksi oppilas. Op-
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Taulukko 3. KOE- ja KONTROLLI-ryhm¨ a.an keskiarvojen vertailu Mannin-Whitneyn U –testill ¨ 
Luokka nKOE Mean Sum of nKT R Mean Sum of U Exact 
RankKOE RanksKOE RankKT R RanksKT R Sig.(1 
Lk 1 7 10,4 72,5 10 8,1 80,5 25,5 0,36 
Lk 2 7 5,1 36,0 3 6,3 19,0 8,0 0,67 
Lk 3 9 9,9 89,0 8 8,0 64,0 28,0 0,48 
Lk 4 10 9,9 98,5 10 11,2 111,5 43,5 0,63 
Lk 5 10 11,5 114,5 12 11,5 138,5 59,5 0,97 
Lk 6 8 6,8 54,5 8 10,2 81,5 18,5 0,16 
Lk 7 9 7,6 68,0 8 10,6 85,0 23,0 0,24 
Lk 8 7 9,1 63,5 9 8,1 72,5 27,5 0,68 
Lk 9 7 6,0 42,0 7 9,0 63,0 14,0 0,21 
Lk 10 8 11,1 89,0 10 8,2 82,0 27,0 0,27 
Lk 11 12 11,5 138,5 9 10,3 92,5 47,5 0,65 
Kaikki 94 94,5 8886,8 94 94,5 8879,5 4414,5 0,99(2 
(1 Exact Sig. on 2 · 1-suuntainen, (2 Asymp. Sig. on 2-suuntainen 
pilaat olivat opiskelleet toisen ja viivästetyn mittauksen välissä muita matematiikan 
sisältöjä ja osa oppilaista oli jo unohtanut, miten murtolukujen kanssa toimitaan, 
mikä n¨ astetyss¨ aitä laske-akyi viiv¨ a mittauksessa kommentteina En muista miten n¨ 
taan. 
KOE- ja KONTROLLI-ryhmä oli lukum¨ar¨a¨ allisesti hyvin tasapainossa muis-
sa luokissa paitsi luokassa 2, jossa yllatt¨ av¨ an¨ moni KONTROLLI-ryhman¨ oppilas 
käytti oikeuttaan kieltää vastaustensa käytön tutkimuksessa. Seuraavaksi selvitettiin, 
olivatko kokonaispistemäärät eri mittauskerroilla normaalisti jakautuneet otoskool-
la N= 188. Kolmogorovin-Smirnovin -testin perusteella normaalisuusoletus ei ollut 
voimassa Alkumittaukselle (Kolmogorov-Smirnov: p= 0,012) eik¨ astetylle mit-a Viiv¨ 
taukselle (Kolmogorov-Smirnov: p= 0,003). Sen sijaan Toisen mittauskerran koko-
naispistemäärä on normaalisti jakautunut (Kolmogorov-Smirnov: p= 0,20). Kolmogo-
rovin-Smirnovin -testi hylkää kuitenkin herkästi normaalijakaumaoletuksen. Kun tar-
kastellaan lisäksi jakaumien vinous- ja huipukkuusarvoja eri mittauskerroilla, havai-
taan niiden olevan itseisarvoltaan alle yhden, jolloin yleisen kriteerin mukaan ja-
kaumia voidaan pitää normaalisti jakautuneina (Taulukko 4). (Nummenmaa 2009, 
155.) Koska eri mittauskertojen jakaumat voidaan olettaa normaalisti jakautuneik-
si, vertaillaan ryhmiä keskenäan¨ parametrisella t-testillä silloin kun koko joukko 
on vertailussa mukana. Pienempiä ryhmiä vertaillaan parametrittomia menetelmiä 
hyödyntäen. 
Tutkimuksessa varsinaisen koeryhman¨ (koe) muodostivat yhdentoista opetus-
ryhmän interventiokäsittelyn saaneet puolikkaat ja kontrolliryhmän (ktr) vastaavasti 
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Taulukko 4. Normaalijakaumatarkastelua mittauskerroilla A–C, N= 188. 
Vinous Huipukkuus 
Mittaus g1 keskivirhe g2 keskivirhe 
Alkumittaus 0,25 0,18 0,32 0,35 
Toinen mittaus -0,18 0,18 -0,40 0,35 
Viivästetty mittaus -0,08 0,18 -0,66 0,35 
oman opettajansa opetuksessa olleet oppilaat, luokkien toiset puolikkaat. Oppilaita 
oli yhtä monta koe- ja kontrolliryhmässä (nkoe = nktr = 94). Edellä kerrottiin jo, että 
opetusryhmän sisällä ei havaittu tilastollisesti merkitseviä eroja minkään KOE- ja 
KONTROLLI-ryhman¨ keskiarvon v¨ a. Verrattaessa tutkimuksen koe- ja kontrol-alill¨ 
liryhman¨ keskiarvoja Alkumittauksessa koe- ja kontrolliryhm¨ alill¨an keskiarvojen v¨ a 
ei havaittu tilastollisesti merkitsevää eroa (t(186)= -0,19, p= 0,85, (2-suuntainen)). 
Interventio toteutettiin alkumittauksen ja toisen mittauksen välissä. 
Koska tutkimuksen pääkysymyksen eri puolia tarkastellaan tutkimuskysymysten 
1–3 avulla, tutkimuksen pääkysymykseen Miten murtolukujen suuruuden havain-
nollistaminen ja painottaminen opetuksessa vaikuttaa oppilaan murtolukujen osaa-
miseen? vastataan vasta tutkimuskysymysten 1–3 k¨ alkeen.asittelyn j¨ 
10.1 Miten koe- ja kontrolliryhmän tulokset erosivat toi-
sella ja viiv ¨ a mittauskerralla? astetyll ¨ 
Oppilaiden osaamista arvioitiin aluksi testeissä saatujen kokonaispisteiden valossa. 
Koe- ja kontrolliryhman¨ kokonaispistemäar¨ an¨ keskiarvot poikkesivat toisella mit-
tauskerralla tilastollisesti melkein merkitsev¨ 0,087, (2-suuntainen) asti t(186)=1,72, p= 
ja Cohenin d= 0,25. Koeryhmän keskiarvo (M= 21,5, SD= 6,9) oli hieman korkeam-
pi kuin kontrolliryhmän keskiarvo (M= 19,8, SD= 6,3), joten interventiolla oli pieni 
positiivinen vaikutus. Viiv¨ a mittauksessa ei en¨a havaittu tilastollisesti mer-astetyss¨ a¨
kitsevä¨ an kokonaispisteiden keskiarvojen v¨ a (t(186)=a eroa koe- ja kontrolliryhm¨ alill¨ 
1,23, p= 0,222, (2-suuntainen)). 
Interventiossa painotettiin murtoluvun suuruuden ymm¨ amist¨art¨ a, joten seuraa-
vaksi tarkasteltiin mahdollisia eroja koe- ja kontrolliryhman v¨ alill¨ ¨ av¨a eri teht¨ atyypeis-
sä. Muodostettiin neljä summamuuttujaa. Summamuuttuja Nluvut muodostui luon-
nollisten lukujen suuruuteen ja laskutoimituksiin liittyvistä tehtävistä (T1a–T1d, T2, 
T4 ja T5). Tehtav¨ at¨ mittasivat luonnollisten lukujen peruslaskutoimitusten ja kym-
menj¨ an hallintaa ja luvun suuruuden hahmottamista lukusuoralle sijoitta-arjestelm¨ 
malla. Summamuuttuja Qsuur sisälsi murtolukujen suuruuteen liittyvät tehtävät (T3a– 
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T3c, T6–T9, T11a–T11c, T12a–T12c, T13a–T13c, T14a–T14d, T15a–T15c). Tehta-¨ 
vissä oppilaan tuli tunnistaa murtoluvun osoittama osuus annetusta kuviosta tai jou-
kosta, sijoittaa annettu murtoluku lukusuoralle ja verrata murtolukuja keskenään tai 
annettuun ankkurilukuun 0, 1 tai 1. Summamuuttuja Qprsd muodostettiin murto-2 
lukujen laskuproseduureihin liittyvistä teht¨ a (T10a–T10e). Ensimm¨avist¨ aiset kolme 
tehtav¨ ¨a mittasivat samannimisten murtolukujen yhteen- ja v¨a¨ ahennyslaskun hallin-
taa. Viimeiset kaksi tehtävää mittasivat erinimisten murtolukujen yhteen- ja vähennys-
laskun hallintaa. Vaikka asia olikin 3. luokan matematiikan opetussuunnitelman ul-
kopuolelta, olivat tehtav¨ ¨ as summamuuttu-at kolmasluokkalaisten ratkaistavissa. Nelj¨ 
ja Qtiheys koostui murtolukujen tiheyteen liittyvistä teht¨ a (T18 ja T19). Teht¨avist¨ a-
vissä testattiin sitä, oliko oppilas jo oivaltanut murtolukujen tiheyden vai ajatteliko 
oppilas edelleen murtoluvut diskreetteinä lukuina, jolloin seuraava murtoluku saatai-
siin esimerkiksi luettelemalla. Tehtav¨ ¨ atettiin summamuuttujien ulko-at 16, 17 ja 20 j¨ 
puolelle, sillä niihin oli vastattu harvoin. Kunkin summamuuttujan arvo skaalattiin 
välille 0–1 jakamalla yhteispisteiden summa tehtävien lukumäärällä. 
Kolmogorovin-Smirnovin -testin mukaan mikään summamuuttujista ei ollut nor-
maalisti jakautunut (p < 0, 007), mutta vinous- ja huipukkuusarvot olivat melkein 
kaikissa itseisarvoltaan alle yhden, joten summamuuttujat voidaan olettaa normaalis-
ti jakautuneiksi (Nummenmaa, 2009, 115). Summamuuttujan Nluvut vinous- ja hui-
pukkuusarvot olivat itseisarvoltaan yli yhden Viivästetyllä mittauskerralla. Vertailut 
suoritettiin ryhmien v¨ a kuitenkin t-testill¨alill¨ a. Koe- ja kontrolliryhmien keskiarvojen 
v¨ a ei havaittu eroa mill¨an mittauskerralla summamuuttujassa Nluvut. Seuraa-alill¨ a¨ 
vaksi jaettiin summamuuttuja kahdeksi uudeksi summamuuttujaksi tehtävän tyypin 
mukaan: NluvutP, joka sisälsi luonnollisten lukujen peruslaskutoimituksiin liittyvät 
tehtävät (T1a–T1d) ja NluvutS, joka sisälsi luonnollisten lukujen suuruuteen liittyvät 
tehtav¨ ¨ osk¨an n¨ a summamuuttujissa ei havaittu edes tilas-at (T2, T4 ja T5). My¨ a¨ aiss¨
tollisesti melkein merkitsevä¨ an keskiarvojen v¨ a t-a eroa koe- ja kontrolliryhm¨ alill¨
testillä tarkasteltaessa. Intervention kannalta kiinnostavimmat summamuuttujat ovat 
Qsuur ja Qprsd ja erityisesti niiden Viivästetty mittauskerta C. Interventio keskit-
tyi murtolukujen suuruuden ymm¨ amiseen, joten koeryhm¨art¨ a voisi olla kontrolli-
ryhmä¨ aviss¨ a harjoittelia parempi murtolukujen suuruusvertailuteht¨ a. Kontrolliryhm¨
koeryhmää enemmän samannimisten murtolukujen yhteen- ja vähennyslaskuprose-
duureja, joten kontrolliryhmän voisi puolestaan olettaa menestyvän koeryhmää pa-
remmin laskuproseduuriteht¨ a toisella mittauskerralla. Toiveissa oli kuitenkin,aviss¨
että interventio saisi aikaiseksi pidempikestoista oppimista kummassakin summa-
muuttujassa, ja siksi tuo viivästetty mittauskerta on erityisen kiinnostava. 
10.1.1 Murtolukujen suuruuteen liittyvat¨ summamuuttujat 
Tarkastellaan aluksi tarkemmin summamuuttujan Qsuur keskiarvoja eri mittausker-
roilla (Taulukko 5). 
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Taulukko 5. Summamuuttujan Qsuur tunnuslukuja mittauskerroilla A, B ja C. 
Summamuuttuja QsuurA QsuurB QsuurC 
koe (n = 94) 

















p (2-suuntainen) 0,87 0,26 0,16 
Murtoluvun suuruuteen liittyvien summamuuttujien QsuurA, QsuurB tai QsuurC 
kohdalla ei havaittu tilastollisesti merkitsevä¨ an v¨ aa eroa koe- ja kontrolliryhm¨ alill¨ 
millään mittauskerralla. 
Seuraavaksi tutkittiin vielä tarkemmin l¨ aisiink¨oydett¨ o eroja koe- ja kontrolli-
ryhman¨ v¨ a teht¨ atyypeitt¨alill¨ av¨ ain. Aikaisempien tutkimusten mukaan oppilaat saat-
tavat nojautua luonnollisten lukujen ominaisuuksiin, Natural Number Bias (NNB), 
myös murtolukujen suuruusvertailussa (Mack, 1993; Stafylidou & Vosniadou, 2004; 
Ni & Zhou, 2005). Miten siis erotetaan ne oppilaat, jotka oikeasti osaavat verra-
ta murtolukuja keskenä¨ a oppilaista, jotka ovat suuruusvertailussa virheelli-an, niist¨
sesti tukeutuneet luonnollisten lukujen ominaisuuksiin? Tehtävissä 11a–11c kaikis-
sa vertailtavissa murtoluvuissa osoittajana oli yksi, joten oppilaan tuli murtoluku-
jen suuruusjarjestyksen p¨ ä¨ aji¨ a¨ a¨attelemiseksi verrata nimitt¨ a kesken¨an ja est¨a hou-
kutus tukeutua pelk¨ a¨ a oli kak-ast¨an luonnollisten lukujen suuruusvertailuun. Testiss¨
3 3si kysymystä (tehtävä 12b: 1 vs. ja tehtävä 12c: 2 vs. ), joiden kohdalla luon-4 4 3 4 
nollisten lukujen suuruusjärjestys ohjaa oppilasta oikeaan vastaukseen, merkitään 
5 1tätä NNBpos. Tehtävässä 13a (3 vs. ) ja tehtävässä 13c (2 vs. ) luonnollisten lu-2 7 9 3 
kujen suuruusjarjestyksen¨ tukeutuminen ohjasi oppilasta väar¨ äan¨ ratkaisuun, mer-
2kitä¨ at¨ av¨ a 13b (3 ) ensimm¨an t¨ a NNBneg. Teht¨ ass¨ vs. aisen murtoluvun osoittaja oli 4 5 
suurempi ja nimittäjä pienempi kuin toisen murtoluvun osoittaja ja nimittäjä, joten 
oppilas ei voinut vertailla vain osoittajia tai nimittäjiä keskenään, vaan hänen tuli 
ymm¨ a¨ aviss¨ arjest¨a annetut luvut suu-art¨a murtoluvun suuruus. Teht¨ a 15a–15c tuli j¨ a¨
ruusj¨ os lukua yksi suurempia lukuja, joten oppilaan tuli arjestykseen, mukana oli my¨ 
oikeasti ymmärtää mitä murtolukumerkintä tarkoitti. 
Seuraavaksi muodostettiin summamuuttujat Osoittajat111abc, NNBpos12bc, 
NNBneg12a13ac ja J¨ teht¨ a ver-arjestys15abc. Summamuuttujan Osoittajat111abc aviss¨
tailtavat murtoluvut ovat yksikkömurtolukuja. Summamuuttujassa NNBpos12bc luon-
nollisten lukujen ominaisuuksiin tukeutuminen ohjaa oppilasta oikeaan vastaukseen 
ja summamuuttujassa NNBneg12a13ac väar¨ äan¨ vastaukseen. Oppilaat, jotka tukeutu-
vat luonnollisten lukujen ominaisuuksiin p¨ a¨ at oletettavasti hyvin summamuut-arj¨av¨ 
tujassa NNBpos12bc, mutta heikosti summamuuttujissa Osoittajat111abc , NNBneg12a13ac, 
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Järjestys15abc ja teht¨ ass¨av¨ a Suuruus13b. Oppilaat, jotka osaavat verrata murtolukuja 
keskenään, suoriutuvat hyvin kaikissa edellä mainituissa tehtävissä ja summamuut-
tujissa. 
Summamuuttujat ja yksittäiset tehtävät eivät olleet normaalisti jakautuneet nor-
maalisuustestin Kolmogorov-Smirnov perusteella, p < 0, 001. Myös vinous- ja hui-
pukkuusarvot olivat osalla summamuuttujista itseisarvoltaan yli yhden. Jotta tuloksia 
voitaisiin paremmin vertailla keskenä¨ an keskiar-an, suoritettiin koe- ja kontrolliryhm¨ 
vojen vertaaminen t-testillä. 
Taulukko 6. Keskiarvojen vertailua t-testillä toisella mittauskerralla 
Summamuuttuja Osoittajat111abc NNBpos12bc NNBneg12a13ac Suuruus13b arjestys15abcJ¨ 
max 3 max 2 max 1 max 1 max 1 
koe M 2,13 1,22 0,64 0,78 0,27 
(n = 94) (SD) (1,25) (0,74) (0,42) (0,42) (0,37) 
ktr M 2,05 1,19 0,55 0,63 0,15 
(n = 94) (SD) (1,31) (0,74) (0,41) (0,49) (0,25) 
t 0,40 0,30 1,46 2,25(1 2,53(2 
df 186 186 186 182 164 
p (2-suuntainen) 0,69 0,77 0,15 0,026 0,012 
Cohenin d 0,33 0,38 
(1 F= 19,7, Sig.< 0, 001, (2 F=23,3, Sig.< 0, 001 
Taulukko 7. Keskiarvojen vertailua t-testillä viiv ¨ a mittauskerralla astetyll ¨ 
Summamuuttuja Osoittajat111abc NNBpos12bc NNBneg12a13ac Suuruus13b Järjestys15abc 
koe M 1,88 1,20 0,60 0,78 0,30 
(n = 94) (SD) (1,33) (0,71) (0,44) (0,42) (0,35) 
ktr M 1,78 1,26 0,46 0,64 0,18 
(n = 94) (SD) (1,37) (0,76) (0,42) (0,48) (0,28) 
t 0,54 -0,50 2,26 2,10(1 2,53(2 
df 186 186 186 182 175 
p (2-suunt.) 0,59 0,62 0,025 0,037 0,012 
Cohenin d 0,29 0,29 
(1 F= 17,3, Sig.< 0, 001, (2 F=6,14, Sig.= 0,014 
Koe- ja kontrolliryhman¨ v¨ a havaittiin t-testin perusteella tilastollisesti mer-alill¨
kitsevä ero summamuuttujassa J¨ astetyll¨arjestys15abc toisella ja viiv¨ a mittauskerral-
la. Lisäksi ryhmien keskiarvojen välillä havaittiin tilastollisesti melkein merkitsevä 
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ero tehtav¨ ¨ a Suuruus13b sek¨ a viiv¨ a mittauskerralla ja summa-ass¨ a toisella ett¨ astetyll¨
muuttujassa NNBneg12a13ac viivästetyssä mittauksessa. Efektin koko oli kuitenkin 
pieni (0, 29 ≤ d ≤ 0, 38). Kaikissa edellä mainituissa tapauksissa ero oli koe-
ryhmän eduksi (Taulukko 6 ja Taulukko 7). Koeryhmän oppilaat osasivat siis kont-
rolliryhman¨ oppilaita paremmin j¨ a¨ arjestykseen.arjest¨a annetut murtoluvut suuruusj¨ 
Lisaksi koeryhm¨ an oppilaat pystyiv¨ ¨ an oppilaita paremmin est¨ a¨at kontrolliryhm¨ am¨an 
luonnollisten lukujen suuruusjärjestykseen nojaamisen väärässä paikassa ja taito oli 
melko pysyvä, koska ero koe- ja kontrolliryhmän välillä oli tilastollisesti merkit-
sevä viiv¨ a mittauksessa. Summamuuttujissa Osoittajat111abc ja NNBpos12bcastetyss¨
ei havaittu eroa koe- ja kontrolliryhman¨ v¨ a kummallakaan mittauskerralla. Yk-alill¨
sikkömurtolukujen vertailu sujui siis molemmissa ryhmissä yhtä hyvin kuten myös 
murtolukujen vertailu tilanteessa, jossa luonnollisten lukujen ominaisuuksiin nojaa-
minen ohjasi oikeaan vastaukseen. 
10.1.2 Murtolukujen proseduureihin liittyvat¨ summamuuttujat 
Seuraavaksi tarkasteltiin summamuuttujan Qprsd keskiarvoja eri mittauskerroilla koe-
ja kontrolliryhmälle ja verrataan ryhmien keskiarvoja t-testillä (Taulukko 9). Ryh-
mien v¨ a oli tilastollisesti merkitsev¨ an kes-alill¨ a ero toisella mittauskerralla. Koeryhm¨ 
kiarvo (M= 0,50, SD= 0,27) oli murtolukujen laskuproseduureihin liittyvissä tehta-¨ 
vissä parempi kuin kontrolliryhmän keskiarvo (M= 0,40, SD= 0,31), joten interven-
tiolla oli pieni (Cohenin d= 0,34) positiivinen vaikutus. Summamuuttujan Qprsd kes-
kiarvoissa havaitaan lis¨ a ero viiv¨ a mit-aksi tilastollisesti melkein merkitsev¨ astetyss¨
tauksessa. 
Taulukko 8. Summamuuttujan Qprsd keskiarvojen vertailua t-testillä eri mittauskerroilla 
Summamuuttuja QprsdA QprsdB QprsdC 
koe (n= 94) M (SD) 0,01 (0,07) 0,50 (0,27) 0,31 (0,32 ) 
ktr (n = 94) M (SD) 0,01 (0,07) 0,40 (0,31) 0,28 (0,29) 
t – 2,57(1 0,67 
df – 183 186 
p (2-suuntainen) – 0,011 0,50 
Cohenin d 0,34 
(1 F= 6,82, Sig.< 0, 001 
Seuraavaksi tarkasteltiin tarkemmin laskuproseduurien eri tehtävätyyppejä. Sa-
mannimisten murtolukujen yhteen- ja vähennyslaskuun liittyvistä tehtävistä muodos-
1 1 − 1tettiin summamuuttuja Qprsdsama10abc (10a: 3 + , 10b: 2 + ja 10c: 3 ) ja vas-5 5 3 3 4 4 
taavasti erinimisten murtolukujen yhteenlaskuteht¨ a muodostettiin summamuut-avist¨
1 3tuja Qprsderi10de (10d: 2 + ja 10e: 2 + ). Koe- ja kontrolliryhmien keskiarvoja 4 2 2 3 
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verrattiin toisiinsa t-testillä (Taulukko 9). 
Taulukko 9. Summamuuttujien QprsdBsama10abc ja QprsdBeri10de tunnuslukuja 
Summamuuttuja QprsdBsama10abc QprsdCsama10abc QprsdBeri10de QprsdCeri10de 
koe (n= 94) 

















0,08 (0,24 ) 







0,51 1,00 0,75 
(1 F=13,3, Sig. < 0, 001 
Koe- ja kontrolliryhmän oppilaiden keskiarvojen välillä löydettiin tilastollises-
ti merkitsevä ero summamuuttujassa QprsdBsama10abc heti intervention jälkeisessä 
mittauksessa. Summamuuttuja koostui yhteen- ja v¨ avist¨ahennyslaskuteht¨ a, joissa mur-
toluvut olivat samannimisi¨ an oppilaat hallitsivat samannimisten murtolu-a. Koeryhm¨ 
kujen yhteen- ja vähennyslaskun paremmin kuin kontrolliryhmän oppilaat (MKOE = 
0,75, SDKOE = 0,38 ja MKTR = 0,57, SDKTR = 0,44), interventiolla oli keskisuu-
ri positiivinen vaikutus (Cohenin d= 0,47) samannimisten murtolukujen yhteen- ja 
v¨ amuuronen, 2009, 478). Erinimisten murtolukujen summa-ahennyslaskuun (Mets¨ 
muuttujassa ei havaittu tilastollisesti merkitsevää eroa ryhmien välillä toisella eikä 
viivästetyllä mittauskerralla. 
10.1.3 Muuttuiko oppilaiden suoritus mittausten v¨ a?alill ¨ 
Viiv¨ a¨ a.astetty mittaus oli muutaman kuukauden kuluttua intervention p¨attymisest¨ 
Koska toisen ja viivästetyn mittauksen välillä ei opiskeltu enää murtolukuja, oli 
siis odotettavissa, että oppilaiden suoritustaso tulisi laskemaan toisesta mittausker-
rasta. Seuraavaksi tutkittiin toistettujen mittausten t-testilla,¨ muuttuivatko ryhmien 
suoritukset toisen ja viiv¨ alill¨ an tulokset muuttui-astetyn mittauksen v¨ a. Koeryhm¨ 
vat tilastollisesti merkitsevästi useissa summamuuttujissa ja keskiarvot yleensä las-
kivat jälkimmäisellä mittauskerralla. Muutoksen sijaan kiinnitettiinkin huomio nii-
hin summamuuttujiin, joissa vastaavaa muutosta ei tapahtanut. Toisin sanoen oppi-
laat olivat saavuttaneet toisella mittauskerralla havaitun osaamistason, eikä tuo ta-
so ollut heikentynyt tai parantunut edes tilastollisesti melkein merkitsevästi, kun 
osaaminen mitattiin uudelleen viivästetyssä mittauksessa. Tällaisia summamuuttujia, 
joissa ei tapahtunut tilastollisesti merkitsevää muutosta olivat Qsuur (t(93)=0,099, 
p=0,92), NNBpos12bc (t(93)=0,21, p=0,83), NNBneg12a13ac (t(93)=0,99, p=0,32) ja 
Järjestys15abc (t(93)=-0,89, p=0,38). Kontrolliryhm¨ aan tuloksissa vastaavaa pysyvyytt¨ 
havaittiin summamuuttujissa Nluvut (t(93)=0,44, p=0,66), Qsuur (t(93)=0,61, p=0,54), 
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NNBpos12bc (t(93)=-0,65, p=0,52) ja Järjestys15abc (t(93)=-1,20, p=0,24). 
10.1.4 Kokoava vastaus tutkimuskysymykseen 1: Miten oppilai-
den suoritukset erosivat toisella ja viiv ¨ a mittaus-astetyll ¨ 
kerralla koe- ja kontrolliryhm¨ alill ¨an v¨ a? 
Kuten edell¨ an testien yhteispisteiden keskiarvot ero-a todettiin, koe- ja kontrolliryhm¨ 
sivat toisistaan tilastollisesti melkein merkitsevästi toisella mittauskerralla. Ero oli 
koeryhmän eduksi. Koe- ja kontrolliryhmän testien yhteispisteiden keskiarvot eivät 
kuitenkaan enää eronneet toisistaan tilastollisesti merkitsevästi viivästetyssä mittauk-
sessa. Kun tarkemmin tarkasteltiin, missä murtolukujen osa-alueissa eroa syntyi, 
niin koe- ja kontrolliryhman¨ v¨ a oli tilastollisesti merkitsev¨alill¨ a ero heti intervention 
jälkeen koeryhmän eduksi proseduureihin liittyvässä summamuuttujassa (QprsdB). 
Muissa summamuuttujissa (NluvutA, NluvutB, NluvutC, QsuurA, QsuurB, QsuurC, 
QprsdA ja QprsdC) ei havaittu tilastollisesti merkitseviä eroja ryhmien välillä. 
Er¨ av¨ a tai melkein aiden teht¨ atyyppien kohdalla havaittiin tilastollisesti merkitsev¨
merkitsevä ero koeryhman¨ eduksi. Toisella mittauskerralla havaittiin tilastollisesti 
merkitsevä ero ryhmien välillä summamuuttujassa, joka mittasi samannimisten mur-
tolukujen yhteen- ja vähennyslaskua (Qprsdsama10abcB) ja summamuuttujassa, jossa 
tuli asettaa luvut suuruusjärjestykseen niin, että mukana oli myös lukua 1 suurem-
pia lukuja (Järjestys15abcB ). Tilastollisesti melkein merkitsevä ero havaittiin toisella 
mittauskerralla suuruusvertailutehtav¨ ¨ a, jossa oppilaan tuli hahmottaa murtoluvutass¨ 
lukuina Suuruus13bB . Viivästetyssä mittauksessa havaittiin yhä tilastollisesti merkit-
sevä ero summamuuttujassa J¨ a eroarjestys15abc ja tilastollisesti melkein merkitsev¨
summamuuttujissa (NNBneg12a13ac) ja Suuruus13b. Eroa ei siis syntynyt teht¨ a,aviss¨ 
joissa luonnollisten lukujen ominaisuuksiin tukeutuminen ohjasi oikeaan vastauk-
seen, eikä yksikkömurtolukujen suuruusvertailussa tai erinimisten murtolukujen yh-
teenlaskussa. 
Kummassakin ryhmässä havaittiin myös summamuuttujia, joissa oppilaan suo-
ritus ei oleellisesti muuttunut toisen ja viivastetyn mittauksen¨ valill¨ ¨ ass¨a. Koeryhm¨ a 
t¨ arjestys15abcallaisia summamuuttujia olivat Qsuur, NNBneg12a13ac, NNBpos12bc ja J¨ 
ja kontrolliryhmäss¨ arjestys15abc. Kaikki n¨ a summamuut-a Qsuur, NNBpos12bc ja J¨ am¨
tujat mittaavat murtoluvun suuruuden ymmärtämistä. 
Koeryhmä hallitsi siis kontrolliryhmää paremmin murtolukujen suuruusvertailun 
teht¨ a, joissa mukana oli lukua yksi suurempia lukuja ja teht¨ a, joissa luon-aviss¨ aviss¨ 
nollisten lukujen ominaisuuksiin tukeutuminen pyrki ohjaamaan vä¨ a¨ar¨an ratkaisuun. 
Koeryhmän oppilaat pystyivät kontrolliryhmän oppilaita paremmin välttämään luon-
nollisten lukujen suuruusvertailun murtolukujen suuruusvertailun yhteydessä. Tämä 
on juuri se vaikutus, jota interventiolla haettiin. Koeryhmän tulokset olivat kontrolli-
ryhmä¨ os samannimisten murtolukujen yhteen- ja v¨ a-a paremmat my¨ ahennyslaskuteht¨ 
vissä. Kannattaa myös huomata, että interventio ei vaikuttanut koeryhmään negatii-
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visesti missä¨ a¨an tutkitussa summamuuttujassa. Joko tilastollisesti merkitsev¨a eroa ei 
ollut ryhmien välillä tai eroa löytyi ja se oli koeryhmän eduksi. 
10.2 Miten interventio näkyi eri taitotasolla olleiden op-
pilaiden suorituksessa verrattaessa koeryhmän op-
pilaita kontrolliryhmän oppilaisiin? 
Oppilaat luokiteltiin kahteen taitotasoluokkaan sen mukaan, kuinka paljon pisteitä he 
saivat alkumittauksessa. Testissä mitattiin luonnollisten lukujen peruslaskutoimitus-
ten hallintaa ja luonnollisten lukujen sijoittamista lukusuoralle, joten pelkästään 2. 
luokan matematiikan sisalt¨ ¨ ahint¨anojen hallitsemisella 3.-luokkalaisen tulisi saada v¨ a¨ 
7 pistettä alkumittauksessa. Jos oppilas sai alkumittauksessa korkeintaan 7 pistetta,¨ 
hänet luokiteltiin ryhmään heikosti suoriutuneet, R− (N1 = 43, nkoe = 19 ja nktr = 24) 
ja jos oppilas sai pisteitä enemmän kuin 7, hänet luokiteltiin ryhmään tyydyttävästi 
tai hyvin suoriutuneet, R+ (N2 = 145, nkoe = 75 ja nktr = 70). Taitotason R− oppilais-
ta noin 30 % ei hallinnut kaksinumeroisten lukujen yhteenlaskua (23+18), noin 95 % 
tämän ryhmän oppilaista vastasi väärin tai jätti vastaamatta vähennyslaskutehtävässä 
(123 − 89), vaikka paperissa oli tyhjä ruudukko mahdollisia laskutoimituksia varten. 
Kolmasosan tunnistaminen annetuista kuvioista ei onnistunut yli puolella (65 %) tai-
totason R− oppilaista. Etenkin joukkomallista kolmasosan tunnistaminen oli vaike-
aa, noin 67 % j¨ oim¨ a. Luonnollisten lukujen 500 ja 750 sijoitta-atti kuvion ympyr¨ att¨ 
minen lukusuoralle annetulle lukuvälille 0–1000 onnistui vain noin 44 % (500) ja 30 
% (750) taitotason R− oppilaista. Ryhmän R− oppilaiden matematiikan osaamisen 
taso oli siis heikkoa siihen n¨ a oltiin jo kolmannen luokan puoliv¨ a.ahden, ett¨ aliss¨ 
10.2.1 Taitotason R− oppilaat 
Ryhm¨ a oli oppilaita aika tasaisesti sek¨ a kontrolliryhm¨ a. Oppilaiden ass¨ a koe- ett¨ ast¨ 
keskiarvoja vertailtiin keskenä¨ aytt¨ a. Summamuuttuja QprsdA ei saanut an k¨ aen t-testi¨ 
ollenkaan arvoja alkumittauksessa, vaan oppilaat jättivät vastaamatta tehtävään, siksi 
taulukossa on tyhjä sarake (Taulukko 10). 
Taulukko 10. Summamuuttujien tunnuslukuja mittauskerroilla A–C. 
R− 
(N1 = 43) QsuurA QsuurB 
Summamuuttuja 
QsuurC QprsdA QprsdB QprsdC 
koe (n= 19) 































Taulukko 11. Summamuuttujien tunnuslukuja mittauskerroilla A–C. 
R+ 
(N2 = 145) QsuurA QsuurB 
Summamuuttuja 
QsuurC QprsdA QprsdB QprsdC 
koe (n= 75) 





























Verrattaessa koeryhman¨ oppilaita kontrolliryhman¨ oppilaisiin taitotasolla R−, 
havaittiin tilastollisesti melkein merkitsevä ero summamuuttujassa QprsdB, (t(41)= 
2,27, p= 0,029 (2-suuntainen), d=0,71), eli kohtalainen efekti oli havaittavissa. Tämä 
ero oli heti intervention jälkeisessä mittauksessa ja koeryhmän keskiarvo oli kontrol-
liryhman¨ keskiarvoa parempi (Taulukko 10). 
Kun tutkittiin viel¨ a teht¨ atyypeiss¨ oydettiin ti-a tarkemmin, miss¨ av¨ a eroa syntyi, niin l¨ 
lastollisesti merkitsevä ero toisella mittauskerralla samannimisten murtolukujen yh-
teen- ja vähennyslaskutehtävissä eli summamuuttujan Qprsdsama10abc keskiarvojen 
v¨ a (t(41)= 2,80, p= 0,008 (2-suuntainen), d=0,88). Efektin koko oli suuri. Koe-alill¨ 
ryhman¨ oppilaiden keskiarvo (M= 0,70, SD= 0,44) oli kontrolliryhman¨ oppilaiden 
keskiarvoa (M= 0,32, SD= 0,44) parempi. Viivästetyssä mittauksessa havaittiin tilas-
tollisesti melkein merkitsevä ero summamuuttujassa Järjestys15abc (t(19,7)= 2,21, p= 
0,039, (2-suuntainen), d=0,70), koeryhman¨ oppilaat (M= 0,23, SD= 0,39) suoriutui-
vat paremmin kuin kontrolliryhm¨ avist¨an oppilaat (M= 0,03, SD= 0,09). Muissa teht¨ a 
muodostetuissa summamuuttujissa Osoittajat111abc, Qprsderi10de ja NNBneg12a13ac 
ei havaittu tilastollisesti merkitseviä eroja ryhmien välillä. 
10.2.2 Taitotason R+ oppilaat 
Taitotasolla R+ ei havaittu tilastollisesti merkitseviä eroja koe- ja kontrolliryhman¨ 
välillä murtolukuihin liittyvissä summamuuttujissa QsuurB, QsuurC, QprsdB ja 
QprsdC (Taulukko 11). Kun tarkemmin katsottiin, löydettäisiinkö ryhmien välillä 
eroja tehtävistä tehdyissä summamuuttujissa, löydettiin tilastollisesti merkitsevä ero 
summamuuttujassa Järjestys15abc heti intervention jälkeen (t(133)= 2,63, p= 0,010 
(2-suuntainen), efekti oli keskikokoinen d=0,46), koeryhman¨ oppilaat suoriutuivat 
paremmin (M= 0,32, SD= 0,38) kuin kontrolliryhmän oppilaat (M= 0,17, SD= 0,27). 
Viivästetyssä mittauksessa löydettiin tilastollisesti melkein merkitsevä ero summa-
muuttujassa NNBneg12a13ac (t(143)= 1,93, p= 0,056, (2-suuntainen), efekti oli pieni 
d=0,32). My¨ ass¨ an oppilaiden keskiarvo (M= 0,66, SD= 0,43) oli kont-os t¨ a koeryhm¨ 
rolliryhmän oppilaiden keskiarvoa (M= 0,52, SD= 0,40) korkeampi. 
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10.2.3 Taitotasot ryhmien sisall¨ ä ja eri mittauskerroilla 
Seuraavaksi tarkasteltiin oppilaiden osaamista siirrytt¨ a toisesta mittauksesta vii-aess¨
västettyyn mittaukseen. Tapahtuiko oppilaiden osaamisessa taantumista? Olisiko tai-
totasojen sisällä löydettävissä eroja koe- ja kontrolliryhmän oppilaiden välillä? 
Taitotason R− (n= 43) oppilaiden joukossa l¨ anoydettiin ero koe- ja kontrolliryhm¨ 
valille. Koeryhm¨ an¨ R−KOE oppilaat erosivat kontrolliryhman¨ vastaavista oppilais-
ta tilastollisesti merkitsevästi muuttujassa ErotusQprsdBC (t(41)= 2,47, p= 0,018 (2-
suuntainen), d=0,78), (Mkoe = 0,22, SDkoe = 0,27 ja Mktr = 0,03, SDktr = 0,25). Koe-
ryhmän oppilaiden keskiarvo heikkeni enemmän toisen ja viivästetyn mittauksen 
v¨ a kuin kontrolliryhm¨ an taitotasonalill¨ an oppilaiden keskiarvo. Toisaalta koeryhm¨ 
R−KOE oppilaiden keskiarvo oli ollut toisessa mittauksessa myos¨ korkeampi kuin 
kontrolliryhmän oppilaiden keskiarvo (Taulukko 10). 
Taitotason R+ (n= 145) joukossa ei havaittu eroja koe- ja kontrolliryhmän välillä 
kummassakaan erotusmuuttujassa (ErotusQprsdBC (t(143)= 0,76, p= 0,45 (2-suuntai-
nen) ja ErotusQsuurBC (t(143)= -0,45, p= 0,65 (2-suuntainen)). 
Seuraavaksi tutkittiin viel¨ an R−KOE , koe-a erikseen kunkin osajoukon, koeryhm¨ 
ryhman¨ R+KOE , kontrolliryhman¨ R−KT R ja kontrolliryhman¨ R+KTR, suoriutumis-
ta kahdella viimeisellä mittauskerralla. Osajoukkojen suorituksia vertailtiin toistetul-
la t-testillä. Koeryhmän taitotason R−KOE oppilaiden suorituksessa havaittiin tilas-
tollisesti merkitsevä ero summamuuttujissa Qprsd (t(18)=3,63, p=0,002 (2-suuntai-
nen), d=1,7), Qprsdsama10abc (t(18)=3,63, p=0,002 (2-suuntainen), d=1,7) ja tilastol-
lisesti melkein merkitsev¨ arjestys15abc (t(18)=-2,14, p=0,046a ero summamuuttujassa J¨ 
(2-suuntainen), d=-1,0), jossa viivästetyn mittauksen keskiarvo (M=0,23, SD=0,24) 
oli toisen mittauksen keskiarvoa (M=0,07, SD= 0,39) korkeampi. Kontrolliryhmän 
taitotason R−KT R summamuuttujien keskiarvoissa ei havaittu tilastollisesti merkit-
seviä eroja mittausten v¨ a. Koeryhm¨ keskiarvoissa havait-alill¨ an taitotason R+KOE 
tiin tilastollisesti erittäin merkitsevä ero summamuuttujissa Qprsd (t(74)=4,99, p< 
0, 001 (2-suuntainen), d=1,2), 
Qprsdsama10abc (t(74)=4,89, p< 0, 001 (2-suuntainen, d=1,1)) ja tilastollisesti mel-
kein merkitsevä ero summamuuttujassa Qprsderi10de (t(74)=1,86, p< 0, 068 (2-suun-
tainen), d=0,4). Kaikissa edellä mainituissa summamuuttujissa keskiarvo oli heikom-
pi viiväs-tetyssä mittauksessa kuin toisella mittauskerralla. Kuten koeryhmässä myös 
kontrolliryhmän taitotason R+KOE keskiarvoissa havaittiin tilastollisia eroja. Tilas-
tollisesti eritt¨ a ero l¨ain merkitsev¨ oydettiin summamuuttujassa Qprsd (t(69)=3,97, p< 
0, 001 (2-suuntainen), d=1,0). Tilastollisesti merkitsevä ero löydettiin summamuut-
tujassa Qprsdsama10abc (t(69)=3,64, p=0,001 (2-suuntainen), d=0,9) ja tilastollisesti 
melkein merkitseviä eroja summamuuttujissa Qprsderi10de (t(69)=1,99, p=0,051 (2-
suuntainen), d=0,5), Järjestys15abc (t(69)=-1,85, p=0,068 (2-suuntainen), d=-0,4) ja 
NNBneg12a13ac (t(69)=1,91, p=0,061 (2-suuntainen), d=0,5). Efektit ovat suuria, jo-
ten mittausten välinen aika vaikuttaa oppilaiden suoriutumiseen osassa summamuut-
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tujista. Koeryhman¨ ja kontrolliryhman¨ taitotasojen R− ja R+ suoriutumista summa-
muuttujissa Qprsd ja Qsuur on havainnollistettu kuvaajilla (Kuva 16 ja Kuva 17). 
Summamuuttujan Qsuur arvoissa ei ollut tilastollisesti merkitsevää eroa kummalla-
kaan koeryhmän taitotasolla. 
Kuva 16. KOE R− oppilaat saavuttavat KTR R+ oppilaat toisessa mittauksessa. 
Kuva 17. Koe- ja kontrolliryhm¨ at yhdenmukaisesti. an taitotasot kehittyv¨ 
Tilastollisesti merkitsevat¨ erot summamuuttujien keskiarvoissa ja sen osoitta-
ma suoritustason lasku mittauskertojen v¨ a on ymm¨ av¨ astettyalill¨ arrett¨ a, koska viiv¨ 
mittaus oli noin kolme kuukautta edellistä mittausta myöhemmin. Oppilaat olivat 
jo unohtaneet osan murtolukuihin liittyvistä asioista. Mielenkiintoista kuitenkin on 
se, että koeryhm¨ ahemm¨an taitotason R− oppilaat taantuivat v¨ an kuin kummankaan 
ryhman¨ taitotason R+ oppilaat, joilla keskiarvojen heikkenemistä tapahtui useassa 
eri summamuuttujassa. Kontrolliryhmän R− oppilaat jäivät muista ryhmistä jälkeen 
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toisella mittauskerralla summamuuttujassa Qprsd, kun taas koeryhman¨ R− oppilai-
den keskiarvo summamuuttujassa Qprsd ei eronnut kontrolliryhmän R+ oppilaiden 
keskiarvosta (Kuva 16). 
10.2.4 Koeryhm¨ an taitotaso R+an taitotaso R− vs. kontrolliryhm¨ 
Fuchsin ym. (2017) mukaan interventioissa tulisi tutkia sitä, kuinka paljon ero koe-
ryhm¨ an hyvien osaajien v¨ a kaventuu. Siksi an heikkojen osaajien ja kontrolliryhm¨ alill¨
lopuksi verrattiin vielä keskenään ryhmien R−KOE (nkoe = 19) ja R+KTR (nktr = 70) 
suoriutumista eri summamuuttujissa. Tutkitaan ensin, onko ryhmien välillä tilastol-
lisesti merkitsevä ero jossain summamuuttujassa tai teht¨ ass¨av¨ a jo alkumittauksessa. 
Summamuuttujassa QprsdA ei loydetty tilastollisesti merkitsev¨ ää eroa alkumittauk-
sessa (t(87)= -0,66, p= 0,51 (2-suuntainen)). Eroja ei löydetty myöskään summa-
muuttujan Qprsd osamuuttujissa Qprsdsama10abc ja Qprsderi10de millään mittausker-
ralla. Ryhmien R−KOE ja R+KTR valill¨ ä löydettiin alkumittauksessa tilastollisesti 
eritt¨ a ero summamuuttujissa NluvutA ja QsuurA (Taulukko 12).ain merkitsev¨
Taulukko 12. Summamuuttujien tunnusluvut ryhmittäin ja t-testien tulokset eri mittauskerroilla 
Summamuuttuja NluvutA NluvutC QsuurA QsuurB QsuurC Os.1B11abc Os.1C11abc 
koe (n = 19) M 0,50 0,70 0,08 0,42 0,39 1,53 1,37 
(SD) (0,20) (0,15) (0,04) (0,23) (0,25) (1,43) (1,46) 
ktr (n = 70) M 0,82 0,77 0,24 0,57 0,57 2,34 2,10 
(SD) (0,13) (0,13) (0,11) (0,18) (0,19) (1,14) (1,25) 
t -8,50 -2,20 -10,67(1 -3,11 -3,28 -2,62 -2,18 
df 87 87 78 87 87 87 87 
p (2-suunt.) < 0, 001 0,031 < 0, 001 0,002 0,001 0,010 0,032 
Cohenin d -2,2 -0,6 -2,8 -0,8 -0,9 -0,7 -0,6 
(1 F= 9,54, Sig.=0,003 
Kun lisäksi verrattiin ryhmiä keskenään toisella ja viivästetyllä mittauskerralla, 
löydettiin tilastollisesti merkitsevä ero ryhmien keskiarvojen välillä summamuuttu-
jissa QsuurB ja QsuurC sekä yksikkömurtolukujen suuruusvertailutehtävässä Osoit-
tajat1B11abc ja Osoittajat1C11abc ja melkein merkitsevä ero summamuuttujassa Nlu-
vutC. Kaikissa edell¨ an oppilaiden kes-a mainituissa summamuuttujissa kontrolliryhm¨ 
kiarvo oli korkeampi ja hajonta pienempi kuin koeryhmän oppilaiden vastaavat arvot. 
Ryhmän R−KOE oppilaiden suoritus erosi ryhmän R+KTR oppilaiden suorituksesta 
summamuuttujissa Qsuur ja NluvutA alkumittauksessa tilastollisesti erittäin merkit-
sev¨ a¨ asti, joten eroasti ja muilla mittauskerroilla en¨a tilastollisesti melkein merkitsev¨ 
ryhmien välillä kaventui hieman näissä summamuuttujissa. 
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10.2.5 Kokoava vastaus tutkimuskysymykseen 2: Miten inter-
ventio näkyi eri taitotason oppilaiden suorituksessa ver-
rattaessa koeryhm¨ an oppilai-an oppilaita kontrolliryhm¨ 
siin? 
Verrattaessa taitotason R+ oppilaita toisiinsa ei havaittu eroa koe- ja kontrolliryhmän 
välillä summamuuttujissa Qprsd ja Qsuur. Interventio ei siis sellaisenaan tehosta-
nut taitotason R+ oppilaiden suoritusta. Ero löydettiin kuitenkin, kun tarkasteltiin 
yksittaisist¨ ä teht¨ a muodostettuja summamuuttujia. Koeryhm¨avist¨ an oppilaiden suo-
ritus ei heikentynyt viivästetyss¨ arjestys15abca mittauksessa summamuuttujissa J¨ ja 
NNBneg12a13ac kuten kontrolliryhmän taitotason R+ oppilailla. Kumpikin summa-
muuttuja mittasi murtoluvun suuruuden ymmärtämistä. Tutkimuksessa havaittiin ti-
lastollisesti melkein merkitsevä ero koeryhman¨ ja kontrolliryhman¨ taitotason R− 
oppilaiden keskiarvojen v¨ a toisella mittauskerralla summamuuttujassa Qprsd.alill¨
Koeryhmän R− oppilaat (M= 0,44, SD=0,29) suoriutuivat intervention jälkeisessä 
mittauksessa jopa yhtä hyvin kuin kontrolliryhmän R+ oppilaat (M= 0,45, SD= 
0,28)(Kuva 16). Kontrolliryhman¨ taitotason R− oppilaiden keskiarvo summamuut-
tujassa Qprsd oli muiden ryhmien keskiarvoa huomattavasti heikompi toisessa mit-
tauksessa. 
Seuraavaksi tarkasteltiin, miten koe- ja kontrolliryhman¨ oppilaiden osaaminen 
muuttui mittauskertojen v¨ a. Summamuuttujan Qprsd keskiarvojen perusteella alill¨ 
taitotason R+ oppilaat taantuivat sekä koe- että kontrolliryhmässä toisen ja kolman-
nen mittauskerran välillä koeryhmän taitotason R− oppilaita enemmän. Kontrolli-
ryhman¨ taitotason R− oppilaiden osaamisessa ei tapahtunut vastaava taantumista, 
mutta toisaalta osaaminen olikin melko vah¨ ¨ a toisella mittauskerralla, joten suori-aist¨
tus ei voinut enää heiketä. 
Huomio kannattaa myos¨ kiinnittää summamuuttujaan Qsuur, jossa taantumaa ei 
tapahdu. Naytt¨ ä¨ a ett¨a silt¨ a, kun oppilas on saavuttanut toisessa mittauksessa jonkin 
osaamistason murtolukujen suuruuden hahmottamisessa, tuo taso on melko pysyvä. 
Interventiossa keskityttiin murtoluvun suuruuden ymmärtämiseen, joten intervention 
kannalta on hyvä tulos, ettei koeryhmän kummallakaan taitotasolla tapahdu summa-
muuttujan Qsuur kohdalla samanlaista taantumista viiv¨ a mittauksessa kuin astetyss¨
summamuuttujan Qprsd kohdalla. 
Ero Koeryhmän taitotason R− oppilaiden ja kontrolliryhmän taitotason R+ op-
pilaiden valill¨ ä kapeni mittaus mittaukselta murtoluvun suuruuteen liittyvissä sum-
mamuuttujissa. Alkumittauksessa ollut tilastollisesti eritt¨ a ero ryhmien ain merkitsev¨
välillä summamuuttujassa Qsuur kaventuu niin, että ero on enää tilastollisesti mer-
kitsevä toisessa ja viivästetyssä mittauksessa. Ehkä hieman yllättäen ei havaittu ryh-
mien v¨ a eroa summamuuttujan Qprsd keskiarvoissa. N¨ a¨ a, ett¨ os las-alill¨ aytt¨a silt¨ a my¨ 




10.3 Miten interventiossa hyödynnetty runsas visuali-
sointi n¨ an oppilaiden vastauksissa? akyi koeryhm¨ 
Interventiossa hy¨ an oppilailla oliodynnettiin erilaisia visualisiointeja, joten koeryhm¨ 
malli siitä, miten hyödyntää kuvia tehtävien ratkaisemisessa. Aluksi tarkasteltiin, 
piirsivätkö oppilaat vastauspaperiinsa eri mittauskerroilla ja oliko piirtäjiä enemmän 
koe- vai kontrolliryhmässä. 
Piirroksiin tukeutuminen eri mittauskerroilla ei eronnut koe- ja kontrolliryhmän 
v¨ a (Alkumittaus: t(186)< 0, 001, p= 1,00, Toinen mittaus:t(186)= -0,17, p= 0,86alill¨
ja Viiv¨ anastetty mittaus: t(186)= -0,47, p= 0,64). Toisella mittauskerralla koeryhm¨ 
oppilaista 22 % ja kontrolliryhmän oppilaista 24 % piirsi kuvia ja viivästetyssä mit-
tauksessa koeryhmän oppilaista enää 10 % ja kontrolliryhmän oppilaista enää 12 % 
hyödynsi piirroksia. Piirtäminen oli siis yhtä yleistä sekä koe- että kontrolliryhmän 
oppilaille. 
Koska aineisto koostui 188 oppilaan kolmen mittauskerran vastauksista, oli mah-
dollista kayd¨ ä aineisto läpi paperi paperilta piirrosten havaitsemiseksi. Seuraavaksi 
tutkittiin, saivatko piirroksia tehneet oppilaat parempia tuloksia kuin ne oppilaat, jot-
ka eivät piirtäneet vastauspaperiinsa. Aineisto luokiteltiin neljään ryhmään sen mu-
kaan, kuuluiko oppilas koe- vai kontrolliryhmään ja piirsikö oppilas (P) vaiko ei 
piirt¨ alill¨anyt (EP) apupiirroksia vastauspaperiinsa. Ryhmien v¨ a havaittiin tilastolli-
sesti merkitsevi¨ ain merkitsevi¨a ja jopa tilastollisesti eritt¨ a eroja useassa summamuut-
tujassa (Taulukko 13). 
Taulukko 13. Mean Rank -arvot ja Kruskalin-Wallisin -testien tuloksia 
KOEP KOEEP KTRP KTREP χ2(3) p 
Summamuuttuja n=25 n=69 n=30 n= 64 
Koko testi (B) 137 87,5 116 75,6 28,5 < 0, 001 
Koko testi (C) 123 91,0, 111 79,4 15,0 0,002 
QsuurB 137 84,4 116 78,4 28,5 < 0, 001 
QsuurC 126 90,9 111 78,5 17,0 0,001 
QprsdB 117 98,6 94,3 81,5 9,4 0,024 
QprsdBsama10abc 105 105 76,9 87,6 9,1 0,028 
QprsdBeri10de 112 88,2 113,6 85,6 19,8 < 0, 001 
Osoittajat1B11abc 115 88,1 119 81,8 19,1 < 0, 001 
Osoittajat1C11abc 118 88,4 115 82,2 16,1 0,001 
JärjestysB15abc 136 88,5 97,9 83,4 25,1 < 0, 001 
JärjestysC15abc 131 92,6 101 79,2 21,3 < 0, 001 
NNBneg12a13acB 115 95,2 108 79,3 11,7 0,008 
NNBneg12a13acC 114 99,1 103 77,6 12,1 0,007 
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Piirt¨ a n¨ a piirtaj¨ aryh-¨amisell¨ aytti siis olevan vaikutusta oppilaan suoritukseen, sill¨
mien Mean Rank -arvot olivat korkeammat kuin ei-piirtäjien ryhmissä. Mielenkiin-
toista on myös havaita se, että sekä piirtäjien että ei-piirtäneiden joukossa koeryhmän 
oppilaiden keskiarvot ovat korkeammat kuin vastaavien kontrolliryhmän oppilaiden 
keskiarvot. 
Seuraavaksi verrattiin keskenäan¨ koe- ja kontrolliryhmien niitä oppilaita, jot-
ka eivät piirtäneet lainkaan vastauspaperiinsa. Osa oppilaista ei ehkä turvautunut 
piirtämiseen sen vuoksi, että he pystyivät jo mielessään hahmottamaan tarvittavat 
murtoluvut. Ryhm¨ ahes yht¨at olivat l¨ a suuret n(KOEEP )= 69 ja n(KTREP )= 64, joten 
ryhmiä verrattiin kesken¨an t-testill¨ alillä havaittiin tilastollisesti mel-a¨ a. Ryhmien v¨ 
kein merkitsevä ero toisella mittauskerralla proseduureihin liittyvässä summamuut-
tujassa QprsdB ja samannimisten murtolukujen yhteen- ja vähennyslaskujen sum-
mamuuttujassa QprsdBsama10abc ja viiv¨ a mittauskerralla murtoluvun suuruu-astetyll¨
teen liittyvissä summamuuttujissa J¨ aiss¨arjestys15abc ja NNBneg12a13ac. Kaikissa n¨ a 
summamuuttujissa koeryhmän oppilaiden keskiarvo oli kontrolliryhmän oppilaiden 
keskiarvoa korkeampi (Taulukko 14). 
Taulukko 14. Tunnusluvut ja t-testien tulokset keskeisimmille summamuuttujille 
Ryhmä 
KOEEP KTREP t df p d 
Summamuuttuja n=69 n=64 (2-suunt.) 
QprsdB M (SD) 0,48 (0,25) 0,38 (0,29) 2,31 131 0,023 0,4 
QprsdBsama10abc M (SD) 0,75 (0,37) 0,60 (0,44) 2,18 123 0,031 0,4 
JärjestysC15abc M (SD) 0,23 (0,32) 0,14 (0,26) 1,72 128 0,088 0,3 
NNBneg12a13acC M (SD) 0,56 (0,46) 0,38 (0,42) 2,35 131 0,020 0,4 
On mielenkiintoista, että pari kuukautta intervention jälkeen koeryhmän oppilaat 
pystyivat¨ ilman piirroksia asettamaan murtoluvut suuruusjärjestykseen ja vertaile-
maan murtolukuja keskenä¨ an oppilaat. Pystyiv¨ oan paremmin kuin kontrolliryhm¨ atk¨ 
oppilaat jo mielessään luomaan mielikuvan annetuista murtoluvuista? Haastattele-
malla oppilaita heti testien jälkeen olisi saatu informaatiota siitä, hahmottivatko op-
pilaat jo murtolukujen suuruuden mielessään. Haastatteluja ei järjestetty, sillä asiaan 
havahduttiin vasta aineiston käsittelyvaiheessa, jolloin aikaa oli kulunut yli vuosi 
mittausten keruusta. 
Kun verrattiin piirtäviä oppilasryhmiä n(KOEP )= 25 ja n(KTRP )= 30 toisiinsa, 
löydettiin tilastollisesti melkein merkitsevä ero summamuuttujassa QprsdBsama10abc 
(t(53)=2,03, p=0,048 (2-suuntainen), d=0,6) ja tilastollisesti merkitsevä ero summa-
muuttujissa JärjestysB15abc (t(53)=3,35, p=0,001 (2-suuntainen), d=0,9) ja 
JärjestysC15abc (t(53)=2,51, p=0,015 (2-suuntainen), d=0,7). Efektit olivat keskisuu-
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ria (0, 6 ≤ d ≤ 0, 9). Koeryhm¨ arjestysB15abcan oppilaiden keskiarvot summamuuttujissa J¨ 
(KOE: M=0,52, SD=0,40 ja KTR: M=0,21, SD=0,28) ja JärjestysC15abc (KOE: M=0,49, 
SD=0,37 ja KTR: M=0,27, SD=0,30) olivat kontrolliryhmän keskiarvoja korkeam-
mat. Oppilaat, jotka tukeutuivat piirroksiin saivat keskimäärin parempia tuloksia kuin 
oppilaat, jotka eivat¨ tehneet piirroksia paperiinsa. Vastauksia tarkasteltaessa ei ar-
vioitu ollenkaan piirroksen oikeellisuutta. Esimerkiksi viidesosien piirtäminen niin, 
että ympyrä olisi oikeasti jaettu viiteen yhtä suureen osaan, saattoi olla vielä kol-
masluokkalaisille oppilaille hankalaa (kuva 18). Oppilaat piirsivät mallikuvia itseään 
Kuva 18. Oppilaan tuottamia piirroksia teht ¨ a 12 ja 13 (Oppilas 66, mittaus B). aviss¨ 
varten tiet¨ a tarkoittavat piirroksellaan, joten ei ollut mielek¨ a arvioida ku-aen, mit¨ ast¨
vien oikeellisuutta. Esimerkiksi koeryhmän piirtäjien joukossa on yksi oppilas (ha-
vainto 57), jonka suoritustaso jäi muista huomattavasti vaatimattomammaksi. Vaikka 
oppilas oli piirtänyt vastauspaperiinsa, se ei ollut vaikuttanut oppilaan suoritukseen 
positiivisesti. Erityisesti kontrolliryhm¨ aj¨ arj¨ at heikommin kuin koe-an ei-piirt¨ at p¨ asiv¨ 
ryhmän ei-piirtäjät. Johtuisiko koeryhmän ei-piirtäjien piirtämättömyys siitä, että he 
pystyivät jo luomaan vastaavan mielikuvan, eikä heidän näin ollen tarvinnut enää 
tukeutua piirroksiin? Tah¨ än emme pysty vastaamaan ilman oppilashaastaatteluja. 
Seuraavaksi tutkittiin, vaikuttiko piirroskertojen lukumäärä oppilaan suoritusta-
soon. Kunkin oppilaan tietueeseen merkittiin tieto siitä, oliko oppilas piirtänyt ky-
seisellä mittauskerralla. Jotta saataisiin selville, millä mittauskerroista oppilas piirsi 
vastauspaperiinsa ja piirsikö han¨ useammalla kerralla, muodostettiin uusi muuttuja: 
P iirrosABC = piirrosA + 2 · piirrosB + 4 · piirrosC 
Muuttujat piirrosA, piirrosB ja piirrosC saavat arvon 0 tai 1, sen mukaan, onko op-
pilas piirtänyt vastauspaperiinsa edes kerran kyseisessä mittauksessa. Jos oppilas 
piirtaisi¨ kaikilla mittauskerroilla, saisi muuttuja arvokseen PiirrosABC = 1 + 2 · 
1 + 4 · 1 = 7. Kukaan ei piirtänyt kaikilla kolmella mittauskerralla (Taulukko 15). 
Aineisto luokiteltiin piirtämiskertojen lukumäärän mukaan: oppilas ei piirrä ol-
lenkaan (piirros0), piirtää yhdellä mittauskerralla (piirros1) tai piirtää kahdella mit-
tauskerralla (piirros2). Vain kaksi oppilasta piirsi alkumittauksessa, 33 oppilasta toi-
sessa mittauksessa, 10 oppilasta viivästetyssä mittauksessa ja 10 oppilasta toisessa ja 
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Taulukko 15. Piirt ¨ a¨ at ja testipisteiden tunnusluvut mittauksissa A–C. ajien lukum¨ar¨ 
PiirrosABC Alkumittaus (A) Toinen mittaus (B) Viivästetty mittaus (C) 
0 M 10,0 19,1 19,1 
(N = 133) SD 3,6 6,3 6,5 
1 M 11,3 25,5 27,5 
(N = 2) SD 0,4 4,9 9,2 
2 M 10,0 23,3 21,0 
(N = 33) SD 3,3 5,7 6,5 
4 M 11,3 23,8 23,5 
(N = 10) SD 3,5 8,4 5,7 
6 M 11,8 27,6 26,8 
(N = 10) SD 3,3 4,6 3,6 
Total M 10,2 20,7 20,2 
SD 3,5 6,6 6,6 
viivästetyssä mittauksessa. Seuraavaksi laskettiin piirrosluokkien keskiarvot ja piir-
rettiin kuvaajat kolmelta mittauskerralta (kuva 19). 
Kuva 19. Piirt ¨ a¨ a ja kokonaispisteiden keskiarvot eri mittauskerroilla. amiskertojen lukum¨ar¨ 
Kuvaajista nähtiin, että kahdella mittauskerralla piirtäneiden oppilaiden testipis-
teiden keskiarvo jokaisessa testissä on parempi kuin kerran tai ei kertaakaan piirtänei-
den oppilaiden testipisteiden keskiarvo. Koska ryhmien koot poikkesivat paljon toi-
sistaan, n0 = 133, n1 = 45 ja n2 = 10, verrattiin ryhmien keskiarvoja parametrittomalla 
Mannin-Whitneyn U-testillä. Vertailussa löydettiin tilastollisesti erittäin merkitseviä 
ja tilastollisesti merkitseviä eroja ryhmien keskiarvojen välillä (Taulukko 16). 
Kaikkein heikommille pisteille jäivät ne oppilaat, jotka eivät piirtäneet kertaa-
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Taulukko 16. Ryhmien v¨ aalinen vertailu pareittain Mannin-Whitneyn U-testill ¨ 
Toinen mittaus Viivästetty mit-
taus 
U p U p 
piirros0 & piirros1 
piirros0 & piirros2 




< 0, 001 






< 0, 001 
0,025 
kaan. Johtuuko tämä ero pisteiden keskiarvoissa siitä, että taitavat oppilaat osaavat 
hyodynt¨ ä¨ amist¨ aj¨a piirt¨ a ja varmistelevat ratkaisunsa piirroksin vai saavatko piirt¨ at 
parempia pisteit¨ a oikeaan ratkaisuun? T¨ osa, koska piirrokset auttavat heit¨ aytyy my¨ 
muistaa, että oppilaat, jotka pystyvät luomaan mielikuvan murtoluvuista, eivät ehkä 
tukeudu enää piirtämiseen. Ei-piirtäneiden joukossa saattoi siis olla taitaviakin oppi-
laita. Haastattelemalla oppilaita heti testin jälkeen olisi saatu lisäinformaatiota oppi-
laan k¨ am¨ a strategiasta. aytt¨ ast¨
Seuraavaksi tutkittiin, oliko havainnollistava piirtäminen yhtä yleistä molemmil-
la taitotasoilla. Piirtäjistä 20 prosenttia kuului taitotasoryhmään R− ja 80 prosent-
tia R+. Piirtämistä ei testeissä erikseen vaadittu, siitä huolimatta noin 23 prosenttia 
oppilaista piirsi ainakin yhden kuvan toisella mittauskerralla. Tehtav¨ an¨ 10 kohdal-
la oli oppilaille annettu vihje Voit käytt¨a piirt¨ a apuna. T¨ a johtui siit¨ aa¨ amist¨ am¨ a, ett¨ 
tehtävien joukossa oli myös erinimisten murtolukujen yhteenlaskua, joka on tunneil-
la opiskellun asian ulkopuolelta, mutta piirtämällä tehtävä oli täysin oppilaiden rat-
kaistavissa. Piirtaminen¨ oli yhtä todenn¨ oist¨ak¨ a toisella mittauskerralla riippumatta 
oppilaan taitotasosta (χ2(1)= 0,005, p= 0,95). Viiv¨ a mittauksessa taitotason astetyss¨
R− oppilaista noin 5 prosenttia hyödynsi piirtämistä, kun taas taitotason R+ oppi-
laista noin 12 prosenttia käytti piirroksia apunaan, mutta tilastollisesti merkitsevää 
eroa ei havaittu taitotasojen R− ja R+ v¨ a (χ2(1)= 2,10, p = 0,15).alill¨ 
Miten interventiossa k¨ akyi koeryhm¨aytetty runsas visualisointi siis n¨ an oppi-
laiden vastauksissa? Havainnollistava piirtäminen oli yhtä tyypillistä koe- ja kont-
rolliryhmässä, myöskään oppilaan taitotasolla ei näyttänyt olevan vaikutusta, vaan 
piirtäminen oli yhtä tyypillistä taitotasosta riippumatta. Sen sijaan ne oppilaat, jotka 
piirsivat, saivat keskim¨ ä¨ at piirt¨arin parempia tuloksia kuin oppilaat, jotka eiv¨ aneet ol-
lenkaan. Kun verrattiin koeryhm¨ an piirt¨ a oppilaita keskenäan,¨an ja kontrolliryhm¨ avi¨
löydettiin tilastollisesti merkitsevä ero summamuuttujassa, jossa oppilaan tuli järjestää 
annetut murtoluvut suuruusjärjestykseen. Tehtävässä toi haastetta se, että osa murto-
luvuista oli yli yhden. Interventiossa käytetty runsas havainnollistaminen on saatta-
nut tukea koeryhman¨ oppilaita niin, että he hahmottivat kontrolliryhman¨ oppilaita 
paremmin murtolukujen suuruuden. Tämä voisi selittää osaksi myös sen, miksi koe-
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ryhman¨ KOEEP arj¨ at paremmin kuin kontrolliryhman¨ KTREP oppi-oppilaat p¨ asiv¨ 
laat. 
a¨ 
tolukujen suuruuden havainnollistaminen ja pai-
nottaminen opetuksessa vaikuttaa oppilaan osaa-
miseen? 
10.4 Vastaus tutkimuksen p¨akysymykseen: Miten mur-
Vaikka interventio kesti vain viisi oppituntia, koeryhmän oppilaat saivat joko yhtä 
hyviä tai keskim¨arin parempia tuloksia toisella ja viiv¨ a mittauskerralla kuin a¨ astetyll¨
kontrolliryhman¨ oppilaat. Interventio ei siis vaikuttanut koeryhman¨ oppilaisiin aina-
kaan tuloksia heikentävästi. Koe- ja kontrolliryhmä erosivat toisistaan viivästetyllä 
mittauskerralla tilastollisesti melkein merkitsevästi summamuuttujassa, jossa tuli estää 
luonnollisten lukujen ominaisuuksiin tukeutuminen murtolukujen suuruusvertailun 
yhteydess¨ an oppilaat saattoivat siis hahmottaa murtoluvun suuruuden pa-a. Koeryhm¨ 
remmin kuin kontrolliryhmän oppilaat. Koeryhmän oppilaat olivat ehkä välttäneet 
tyypillisen virhekäsityksen luonnollisten lukujen ominaisuuksiin nojaamisesta, jo-
ka kontrolliryhman¨ oppilaille oli saattanut jo muodostua. Siksi ryhm¨ a erosivat at ehk¨
toisistaan erityisesti summamuuttujassa NNBneg12a13ac, jossa luonnollisten lukujen 
ominaisuuksiin nojaaminen ohjasi väärään ratkaisuvaihtoehtoon. Koe- ja kontrolli-
ryhmä erosivat toisistaan sekä toisella että viivästetyllä mittauskerralla tilastollisesti 
merkitsevästi summamuuttujassa, jossa tuli ymmärtää, että murtoluvun suuruus voi 
olla suurempi kuin yksi. Koeryhm¨ at siis kontrolliryhm¨an oppilaat pystyiv¨ an oppilai-
ta paremmin valtt¨ am¨ äan¨ osa kokonaisuus -tulkinnan myot¨ ä syntyvan¨ tyypillisen vir-
hekäsityksen, että murtoluku rajoittuisi yhteen kokonaiseen. Koe- ja kontrolliryhmän 
välillä havaittiin toisella mittauskerralla tilastollisesti merkitsevä ero myös samanni-
misten murtolukujen yhteen- ja v¨ av¨ a. T¨ a oli mielenkiintoi-ahennyslaskuteht¨ ass¨ am¨
nen tulos, koska interventio keskittyi murtolukujen suuruuden ymm¨ amiseen, eik¨art¨ a 
laskuproseduureja opeteltu kuin yhden oppitunnin verran. Tulos on yhdenmukainen 
Fuchsin ym. (2017) tutkimuksen tuloksen kanssa, jossa koeryhmä pärjäsi kontrolli-
ryhmää paremmin proseduurien kanssa, vaikka tutkimuksen interventiossa oli pai-
notettu murtoluvun suuruuden ymm¨ amist¨ a proseduurien harjoittelua. art¨ a eik¨
Kun tarkasteltiin oppilaita taitotasoittain heti intervention jälkeen, havaittiin, että 
taitotason R+ oppilaisiin interventiolla ei näyttänyt olevan vaikutusta. Sen sijaan 
taitotason R− oppilaiden valill¨ ä oli tilastollisesti merkitsevä ero koe- ja kontrolli-
ryhm¨ alill¨ ahen-an oppilaiden keskiarvojen v¨ a samannimisten murtolukujen yhteen- ja v¨ 
nyslaskutehtävässä. Koeryhmän taitotason R− oppilaat suoriutuivat toisessa mittauk-
sessa laskuproseduuritehtävissä yhtä hyvin kuin kontrolliryhmän taitotason R+ oppi-
laat. Lis¨ an taitotason R− oppilaiden suoritus jopa parani viiv¨ aaksi koeryhm¨ astetyss¨ 
mittauksessa murtolukujen suuruusjärjestyssummamuuttujassa, kun taas kontrolli-
ryhmän taitotason R+ oppilailla vastaava suoritus heikkeni. Koeryhmän kummal-
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lakaan taitotasolla ei tapahtunut taantumista toisen ja viiv¨ alill¨astetyn mittauksen v¨ a 
murtolukujen suuruuteen liittyvässä summamuuttujassa (Kuva 17), joten interven-
tiossa saavutettu osaamisen taso oli melko pysyvä. Laskuproseduurien hallinnan koh-
dalla tapahtui taantumista kaikissa muissa ryhmissä paitsi kontrolliryhmän taitota-
son R− kohdalla, jolla osaaminen oli toisessa mittauksessa melko vaatimatonta (Ku-
va 16). Koeryhman¨ taitotason R− oppilaat hallitsivat kontrolliryhman¨ taitotason R− 
oppilaita paremmin samannimisten murtolukujen yhteen- ja vähennyslaskun ja mur-
tolukujen suurusvertailun. Intervention efekti oli suuri. Tulos on mielenkiintoinen ja 
rohkaiseva. Kun tarkasteltiin vielä tarkemmin koeryhman¨ taitotason R− oppilaiden 
suoriutumista kontrolliryhman¨ taitotason R+ oppilaisiin verrattuna, havaittiin, että 
erot ryhmien keskiarvojen välillä kaventuivat murtolukujen suuruuteen liittyvissä 
summamuuttujissa. Intervention painottuminen murtoluvun suuruuden ymmärtämi-
seen naytt¨ ää tukeneen sekä murtolukujen suuruuden että proseduurien oppimista. 
T¨ a suhteessa interventio toimi toivotulla tavalla, ja matematiikassa heikommin ass¨
suoriutuvat taitotason R− oppilaat tuntuivat hyötyvän murtoluvun suuruuteen kes-
kittymisestä ja runsaiden representaatioiden käytöstä. 
Vaikka interventiossa käytettiin paljon murtolukujen visualisointeja ja oppilaat 
saivat esimerkiksi v¨ a¨ amisinnokkuudessa ei havait-aritt¨a murtolukupohjaa, niin piirt¨ 
tu eroa koe- ja kontrolliryhman¨ v¨ a. Osa oppilaista pystyi liikkumaan sujuvasti alill¨ 
eri representaatioiden, kuvallisen ja symbolisen, välillä. Oppilaat, jotka hyödynsivät 
piirtämistä ja piirsivät ainakin yhdellä mittauskerralla, suoriutuivat paremmin kuin 
oppilaat, jotka eiv¨ odynt¨ amist¨ alill¨ os-at hy¨ aneet piirt¨ a ollenkaan. Taitotasojen v¨ a ei my¨ 
kä¨ a eroja, sill¨ os taitotason R− oppilaat hyo-¨an havaittu tilastollisesti merkitsevi¨ a my¨ 
dynsivät piirrosten tekemistä. Tässä haluan kuitenkin muistuttaa lukijaa, että piir-
roksien oikeellisuutta ei arvioitu mitenkään. Osa oppilaista saattoi myös jo kuvitella 
murtoluvut mielessä¨ at ehk¨ aneet vastauspaperiinsa. Haastatte-an ja siksi he eiv¨ a piirt¨ 




Murtolukujen oppimisessa havaituista samoista virhek¨ a on raportoitu vuo-asityksist¨
sikymmenestä toiseen. K¨ oss¨ at eivat¨ oleayt¨ a olevat murtolukujen opetusmenetelm¨ 
tuottaneet toivottua tulosta. Oppilaiden osaaminen heikkenee, kun aikaa kuluu an-
netusta opetuksesta, mutta jos opittu asia on ulkoaoppimisen sijaan ymmärretty, on 
se myöhemmin helpommin palautettavissa mieleen uudessakin tilanteessa. 
Matemaattisen oppimisen tulisi olla kestav¨ ¨a. Opitut k¨ asit-a¨ asitteet ovat oppijan k¨ 
teellistä pääomaa, jota hän voi hyödyntää myöhemmissä opinnoissaan. Nyt raportoi-
dussa interventiossa oli tavoitteena saada aikaan kestävää oppimista eikä pelkkää ul-
koa oppimista. Interventio kohdennettiin 3. luokan oppilaisiin, jotta oppilaiden mah-
dolliset tyypillisimm¨ asitykset murtoluvuista eiv¨at virhek¨ at olisi aiemmissa oppimis-
prosesseissa ehtineet muodostua. Matematiikan oppikirjojen tarkastelun perusteella 
murtolukujen formaali opetus aloitetaan usein vasta kolmannella luokalla. 
Tavoitteena oli laatia lyhytkestoinen interventio, joka keskittyy murtolukukäsitteen 
oppimisen kannalta oleelliseen kohtaan, ja tutkia, onko n¨ a interventiol-ain lyhyell¨
la vaikutusta oppilaiden osaamiseen. Koska aiemmissa tutkimuksissa (Fuchs ym., 
2017; Jordan ym., 2013) murtoluvun suuruuden ymmärtäminen nostetaan oleellisek-
si vaiheeksi rationaalilukukäsitteen kehittymisessä, interventiossa käytettiin neljä op-
pituntia murtoluvun suuruuden hahmottamiseen ja suuruusvertailuun. N¨ aksiaiden lis¨ 
käytettiin yksi oppitunti laskuproseduurien oppimiseen. Interventiotunteja suunnitel-
taessa luotettiin siihen, että oppilaat oivaltavat proseduurit ja ne opitaan nopeammin, 
kun käsitys murtoluvun suuruudesta on mahdollisimman vahva. 
Intervention tavoitteena oli tukea ja laajentaa oppilaiden k¨ a murtoluvunasityst¨
suuruudesta ja siten v¨ a¨ asitysten muodostuminen. Interven-altt¨a tyypillisten virhek¨ 
tiossa päästiin hyödyntämään työmuistin visuaalis-spatiaalista osaa ja aivan varhai-
sinta matematiikan osaamista, konkreettista toimimista eli Pirien & Kierenin mallin 
Doing-tasoa (Pirie & Kieren, 1989). Murtolukuja mallinnettiin Murtokakkupaloin 
murtolukujen suuruusvertailun yhteydessä ja samannimisten murtolukujen yhteen- ja 
v¨ odynnettiin konkreettisia havainnollistamisv¨ahennyslaskussa. Interventiossa hy¨ ali-
neitä, erilaisia representaatioita, kuten lukusuoraa ja ympyrämalleja sekä yhdessä 
oppimista pelien ja välineiden avulla. Oppilaiden yhdessä toimiminen loi mahdolli-
suuksia matematiikkapuheelle ja siten saattoi vahvistaa murtolukuk¨ ar-asitteiden ymm¨ 
tamist¨ a.¨ Yhdess¨ ass¨a toimimisen vaikutusta murtolukujen oppimiseen ei pystytty t¨ a 
kuitenkaan tutkimaan tarkemmin. Oppilaat pääsivät konkreettisten välineiden avulla 
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vertailemaan keskenäan¨ pinta-aloina esitettyjä murtolukuja, mikä oli heille symboli-
muodossa esitettyjen lukujen vertailua helpompaa. Esimerkiksi laskuproseduureissa 
Murtokakkupaloina esitettyjä murtolukuja oli helppo laskea yhteen ja vähentää toi-
sistaan. Murtolukupohja tuki Pirien & Kierenin mallin Image Making -tasoa (Pirie 
& Kieren, 1989) vapauttamalla oppilaat piirt¨ an tuli vain tunnis-amisen vaivalta. Heid¨ 
taa oikean kokoiset sektorit ja varitt¨ ä¨ a tarvittava m¨ar¨a niit¨ a¨ a. Osalla oppilaista saattoi 
jopa muodostua käsitteistä omia mielikuvia, joten matemaattisen ymmärryksen ke-
hittymisen vaiheissa liikuttiin Pirie–Kieren -mallin kolmella sisimmällä tasolla. 
11.1 Tulosten tarkastelua 
Tutkimuksen päätavoitteena oli tutkia riittääkö viiden oppitunnin mittainen interven-
tio saamaan aikaiseksi eroja koe- ja kontrolliryhmän välillä. Tutkimuksessa pyrit-
tiin vastaamaan pääkysymykseen Miten murtolukujen suuruuden havainnollistami-
nen ja painottaminen opetuksessa vaikuttaa oppilaiden osaamiseen? Pä¨ aakysymyst¨ 
lähestyttiin alakysymysten 1–3 avulla. Esittelen seuraavaksi kunkin alakysymyksen 
tärkeimmät tulokset ja vastaan lopuksi pääkysymykseen. 
11.1.1 Miten koe- ja kontrolliryhmän tulokset erosivat toisella ja 
viiv ¨ a mittauskerralla? astetyll ¨ 
Aluksi tarkasteltiin, erosivatko oppilaiden suoritukset toisessa tai viivästetyssä mit-
tauksessa tilastollisesti merkitsevästi koe- ja kontrolliryhmän välillä. Koeryhmän tes-
tin yhteispisteiden keskiarvo oli kontrolliryhman¨ vastaavaa arvoa parempi heti inter-
vention j¨ alinen ero oli tilas-alkeen toisella mittauskerralla. Ryhmien keskiarvojen v¨ 
tollisesti melkein merkitsevä. Viivästetyssä mittauksessa testin keskiarvot eivät eron-
neet tilastollisesti toisistaan. 
Mittarin yksittäisistä tehtävistä muodostettiin teemoittain ja tehtävätyypeittäin 
summamuuttujia. Tarkemmalla tarkastelulla löydettiin tilastollisesti merkitsevä ero 
koe- ja kontrolliryhm¨ alill¨ alkeen laskuproseduureja mittaavas-an v¨ a heti intervention j¨ 
sa summamuuttujassa Qprsd. Tulos on samansuuntainen ja jopa parempi kuin Cra-
merin ym. (2002) interventiossa, jossa koe- ja kontrolliryhmän välillä ei havaittu eroa 
proseduurien hallinnassa, vaikka kontrolliryhmä oli harjoitellut enemmän laskupro-
seduureja ja koeryhmä oli keskittynyt murtoluvun suuruuskäsitteeseen. Tehtäväkohtai-
sessa tarkastelussa sekä toisessa ett¨ astetyss¨a viiv¨ a mittauksessa havaittiin tilastolli-
sesti merkitsevä tai tilastollisesti melkein merkitsevä ero murtolukujen suuruusver-
tailutehtävissä, joissa luonnollisten lukujen ominaisuuksiin nojaaminen ohjasi op-
pilasta väärään vaihtoehtoon. Viivästetyssä mittauksessa koeryhmän oppilaat pys-
tyivat siis est¨ am¨ äan¨ kontrolliryhman¨ oppilaita paremmin luonnollisten lukujen suu-
ruusj¨ a¨ ass¨ a. T¨ a on juuri se vaikutus, jota arjestykseen tukeutumisen v¨ar¨ a yhteydess¨ am¨
toivottiin interventiolla saavutettavan. Toisaalta alkumittausvastausten perusteella oli 
125 
Anu Tuominen 
pä¨ a oppilaille ei ollut viel¨ a virhek¨ a, jossa he atelty, ett¨ a muodostunut tyypillist¨ asityst¨ 
hyödyntäisivät luonnollisten lukujen ominaisuuksia. Olisiko siis niin, että interventio 
onnistuikin estämään virhekäsityksen muodostumisen ja siksi viivästetyssä mittauk-
sessa koeryhmän oppilaiden keskiarvo summamuuttujissa (NNBneg12a13ac) ja Suu-
ruus13b oli korkeampi kuin kontrolliyhman¨ oppilaiden keskiarvo? Koska oppilaita 
ei haastateltu mittausten j¨ a, mit¨alkeen, emme saa varmuutta siit¨ a strategiaa oppilaat 
käyttivät tehtäviä ratkaistessaan. 
11.1.2 Miten interventio näkyi eri taitotasolla olleiden oppilaiden 
suorituksessa verrattaessa koeryhmän oppilaita kontrol-
liryhmän oppilaisiin? 
Koska intervention yhtenä tavoitteena oli tukea matematiikassa heikommin menes-
tyneitä oppilaita, seuraavaksi tarkasteltiin tarkemmin vaikuttiko interventio eri ta-
valla eri taitotasoa edustaviin oppilaisiin. Koeryhman¨ taitotason R+ oppilaisiin in-
terventiolla ei n¨ anyt olevan vaikutusta verrattaessa ryhm¨aytt¨ an suorituksia kontrol-
liryhmän vastaavan taitotason suorituksiin. Taitotason R− oppilaisiin interventiolla 
oli vaikutusta. Taitotason R− oppilaiden välillä oli tilastollisesti melkein merkitsevä 
ero laskuproseduuritehtävien summamuuttujan Qprsd keskiarvossa ja suuruusver-
tailutehtav¨ ¨ arjestys15abc, keskiarvossa. Koe- ja kontrolliryhm¨an, J¨ an taitotason R− 
oppilaiden keskiarvojen v¨ a havaittiin toisella mittauskerralla tilastollisesti mer-alill¨
kitsevä ero samannimisten murtolukujen laskuproseduuritehtävässä Qprsdsama10abc. 
Mielenkiintoinen havainto oli se, että koeryhmän taitotason R− oppilaiden sum-
mamuuttujan Qprsd keskiarvo ei juurikaan eronnut kontrolliryhman¨ taitotason R+ 
keskiarvosta toisella mittauskerralla. T¨ a tulos on yhdenmukainen Butlerin ym.am¨
(2003) ja Fuchsin ym. (2016) saamien tulosten kanssa. Kun verrattiin keskenään koe-
ryhmän taitotason R− oppilaiden ja kontrolliryhmän taitotason R+ oppilaiden suo-
riutumista, huomattiin, että oppilaiden suoritukset heikkeniv¨ astetynat toisen ja viiv¨ 
mittauksen v¨ a summamuuttujassa Qprsd. Ero mittaustulosten v¨ a oli tilastol-alill¨ alill¨
lisesti merkitsevä taitotason R+ oppilailla ja melkein merkitsevä koeryhmän taito-
tason R− oppilailla. Koeryhmän R−-taitotason oppilaat taantuivat siis vähemmän 
kuin kontrolliryhmän R+-taitotason oppilaat. Murtoluvun suuruuden painottaminen 
n¨ osaytti siis tukevan proseduurien hallintaa taitotasoltaan heikommilla oppilailla my¨ 
viiv¨ a mittauksessa.astetyss¨
11.1.3 Miten interventiossa hy¨ akyiodynnetty runsas visualisointi n¨ 
koeryhmän oppilaiden vastauksissa? 
Seka koe- ett¨ a kontrolliryhm¨ ¨ a oli piirt¨ a oppilaita eik¨ a¨ass¨ avi¨ a tilastollisesti merkitsev¨a 
eroa havaittu ryhmien v¨ a. Kun tutkittiin tarkemmin osajoukkoja piirt¨ a ja ei-alill¨ ajist¨
piirtäjistä koe- ja kontrolliryhmittäin, tilastollisesti melkein merkitsevä ero löytyi toi-
126 
Pohdinta 
sella mittauskerralla koe- ja kontrolliryhman¨ v¨ a ei-piirt¨alill¨ ajien kesken. Ero havait-
tiin laskuproseduureihin liittyvässä summamuuttujassa, jossa koeryhmän oppilaiden 
tulos oli kontrolliryhmän oppilaiden tulosta parempi. Voisiko olla niin, että osa koe-
ryhmän oppilaista oli jo Pirien ja Kierenin -mallin mukaisella Image Having -tasolla 
ja kuvat piirtyiv¨ an mieleens¨ atkä paperille? Jos kontrolliryhman¨ ope-atkin heid¨ a eiv¨ 
tuksessa ei ollut hyödynnetty visualisointeja, vaan oli keskitytty proseduurien me-
kaaniseen opetteluun, voisiko tämä eroava käytänne selittää osaamisen eron koe- ja 
kontrolliryhmän ei-piirtäjien välillä? Koska kontrolliryhmän opetusta ei taltioitu mi-
tenkä¨ ah¨ assä mahdollista vastata. an, t¨ an ei ole t¨ 
Ne oppilaat, jotka piirsivät usealla mittauskerralla, saivat parempia tuloksia tes-
teissa. Oppilaan piirt¨ amien kuvien hy¨ ¨ aminen teht¨ an ratkaisussa oli my¨odynt¨ av¨ os yh-
teydessä oppilaan saamaan korkeaan pistemäärään kyseisessä tehtävässä. Piirtäjiä oli 
suurin piirtein yhtä paljon koe- ja kontrolliryhmässä. Interventiossa käytetyllä koros-
tetulla visualisoinnilla saattoi olla my¨ amiseen jaonteinen vaikutus oppilaiden piirt¨ 
siten murtolukujen oppimiseen. Tiedossa ei ole, onko luokkien kontrollipuolikkai-
den opetuksessa hyödynnetty myös visualisointia, mikä voisi selittää osin kontrolli-
ryhmässä olleiden oppilaiden tuottamia piirroksia. 
a¨ 
listaminen ja painottaminen opetuksessa vaikuttaa oppi-
laiden osaamiseen? 
11.1.4 P¨akysymys: Miten murtolukujen suuruuden havainnol-
Matematiikan oppikirjasarjoista johtuen interventio rajattiin viiden matematiikan op-
pitunnin mittaiseksi, mikä on erittäin lyhyt verrattuna tässä työssä aikaisemmin ra-
portoituihin interventioihin. Tulokset osoittavat, että viiden oppitunnin mittainen in-
terventio ei ainakaan heikent¨ an osaamista kontrolliryhm¨an verrattuna. anyt koeryhm¨ a¨ 
Useimmissa mittarin tehtävistä muodostetuissa summamuuttujissa ei havaittu ryh-
mien keskiarvojen välillä edes tilastollisesti melkein merkitseviä eroja. Niissä sum-
mamuuttujissa, joissa eroja havaittiin, koeryhmän keskiarvo oli kontrolliryhmän kes-
kiarvoa parempi. 
Murtolukujen suuruuden painottaminen ja runsas visualisointi n¨ aisiv¨aytt¨ at vai-
kuttavan myönteisesti koeryhmän taitotason R− oppilaiden osaamiseen jopa viiväste-
tyssä mittauksessa. Koeryhmän oppilaat pystyivät kontrolliryhmän oppilaita parem-
min välttämään tyypillisen virheen tukeutua luonnollisten lukujen ominaisuuksiin 
murtolukujen suuruusvertailuteht¨ a silloin, kun tukeutuminen ohjaisi v¨ar¨anaviss¨ a¨ a¨ 
vaihtoehtoon. Mielenkiintoista oli se, ettei koeryhman¨ oppilaiden osaaminen rajoit-
tunut pelkästään murtoluvun suuruusvertailutehtäviin vaan osaaminen näkyi myös 
murtolukujen laskuproseduuritehtävissä kontrolliryhmän vastaavaa taitotasoa parem-
pina tuloksina. Edellisten tulosten perusteella interventio voidaan tulkita onnistu-




11.2 Menetelmän arviointi 
Tutkimusaineisto kerättiin Turun kaupunkiseudun oppilaiden kynä–paperi-testien vas-
tauksina. Lisää informaatiota oppilaiden ajattelusta ja eri ratkaisustrategioista olisi 
saatu haastattelemalla heitä heti testien j¨ am¨ av¨alkeen. T¨ a olisi vaatinut merkitt¨ asti 
enemmän resursseja aineiston keräämiseen. Toisaalta kolmasluokkalaisten abstrakti 
ajattelu on kuitenkin vasta kehittymässä. He saattaisivat olla vielä kykenemättömiä 
kuvaamaan omaa ajatteluaan, joten haastattelemalla saatava informaatio olisi saatta-
nut jä¨ a v¨ aiseksi.ad¨ ah¨ 
Tutkimusavustajat toteuttivat interventio-oppitunnit ennalta suunniteltujen tun-
tisuunnitelmien pohjalta. Tutkimusavustajien oppitunteja ei kuitenkaan taltioitu mi-
tenkä¨ osk¨an luokanopettajien pit¨ a tunteja. Oppituntien taltioinnil-an, kuten ei my¨ a¨ ami¨ 
la olisi saatu enemm¨ all¨ a ja olisi voitu paremmin havai-an informaatiota niiden sis¨ oist¨ 
ta didaktisia eroja oppituntien rakenteissa. Taltiointiluvan hakeminen opetustoimelta, 
koululta, vanhemmilta ja oppilailta olisi kuitenkin saattanut vähentää interventioon 
osallistuvien oppilaiden mäar¨ äa.¨ 
Interventiossa hyödynnettiin erilaisia visualisointeja ja pari- tai pienryhmätyösken-
telyä. Visualisointi tuki murtolukujen suuruuden hahmottamista. Suuruusvertailu lu-
kujen valill¨ ä oli helpompaa havaintojen pohjalta kuin pelk¨ a¨ast¨an symbolimuodossa 
esitettyjen murtolukujen suuruusvertailu. Yhdessä ty¨ os op-oskenteleminen loi my¨ 
pitunneilla tilaisuuksia matematiikkapuheelle. Murtoluvuista puhuminen vertaisten 
kesken osaltaan vahvisti muun muassa käsitteiden osoittaja ja nimittaj¨ ä ymmärtämistä. 
Interventiossa ei rajoituttu pelkästään lukuvälille 0–1, vaan mukana oli tietoisesti 
myos¨ lukua yksi suurempia murtolukuja. T¨ a pyrittiin v¨ am¨an tyypillinen vir-all¨ altt¨ a¨ 
hek¨ alill¨asitys, jonka mukaan murtoluku on lukuv¨ a 0–1. 
Oppilaat olivat kolmasluokkalaisia ja alkumittauksen perusteella vain muutamat 
heistä osasivat vertailla t¨ a vaiheesssa murtolukujen suuruuksia. Tutkimuksen ku-ass¨
luessa juuri nam¨ ä oppilaat j¨ at aineiston ulkopuolelle, sill¨aiv¨ a he puuttuivat jommal-
takummalta jälkimmäiseltä mittauskerralta. Suurin osa oppilaista jätti murtolukui-
hin liittyviä alkumittaustehtäviä tekemättä, joten he eivät ratkaisseet tehtäviä edes 
luonnollisten lukujen ominaisuuksia hy¨ aen. T¨ a päatellen¨ oppilailla ei ol-odynt¨ ast¨
lut vielä keinoja l¨ a murtolukujen suuruusvertailuteht¨ a, joten tyypilliset vir-ahesty¨ avi¨ 
hekäsitykset eivät olleet vielä muodostuneet. Intervention ajoitus osui siis tutkimuk-
sen kannalta relevanttiin vaiheeseen. 
11.3 Yhteiskunnallinen merkitsevyys 
Murtolukujen oppinen on ollut vuosikymmenestä toiseen toistuvasti se matematii-
kan osa-alue, jonka oppilaat ovat matematiikassa kokeneet vaikeaksi. Murtoluku-
jen hallitsemattomuus saattaa olla yhtenä syynä sille, että moni ei saavuta perus-
koulun luokkatasoaan vastaavia matemaattisia taitoja. Matemaattisten taitojen puute 
128 
Pohdinta 
voi olla jopa osasyynä toisen asteen opintojen keskeyttämiselle (Hakkarainen, 2016, 
v–vi). Murtolukujen ymmärtäminen luo pohjan prosenttilaskennalle ja algebralle 
(DeWolf ym., 2015), joten murtolukujen hallinnan merkitystä ei pidä aliarvioida. 
Matematiikan osaaminen 3. luokalla heijastuu tutkimuksen mukaan 6. luokalla op-
pilaan matematiik-ka-asenteisiin, mikä taas heijastuu matematiikan osaamiseen 9. 
luokalla (Hannula & Holm, 2018). Jokainen toisen asteen opintonsa keskeyttänyt ja 
mahdollisesti sen vuoksi syrjäytynyt opiskelija merkitsee yhteiskunnallemme me-
noerää erilaisten tukien muodossa ja toisaalta saamatta jäävinä verotuloina. 
Murtolukujen opettamiseen panostaminen auttaa laajemminkin matematiikan op-
pimisessa ja tukee oppilasta toisen asteen jatko-opinnoissa. Keskittymall¨ ä opetuk-
sessa murtolukujen oppimisen kannalta kriittisiin kohtiin ja tiedostamalla mahdol-
liset virhekäsitykset voidaan saada aikaiseksi pysyvämpää ymmärrykseen pohjaa-
vaa oppimista ja sitä kautta matematiikan osaamisen tason nousua. Matematiikan 
merkitys on korostunut entisestäan¨ yliopistojen ja korkeakoulujen uusien valinta-
koek¨ ant¨ a t¨ amp¨a on siis suunnata opetusresursseja juuri ayt¨ ojen johdosta. Yh¨ arke¨ a¨
sinne, missä matematiikan oppimisen pohja luodaan eli alakoulun matematiikan ope-
tukseen. 
Murtolukujen oppimista koskevia tutkimuksia on tehty suuri määrä, mutta pohtia 
sopii, siirtyyko niiss¨ a tuotettu tieto k¨ ¨ ant¨on kouluopetukseen. T¨ a p¨ an¨ayt¨ o¨ an¨ aiv¨ a useat 
kotimaisetkin vait¨ ¨ a artikkeleista, jotka jul-ostutkimukset koostuvat englanninkielisist¨
kaistaan arvostetuissa kansainvälisissä julkaisuissa. Tällaiset julkaisut vaativat usein 
lukijaltaan sivustoille kirjautumisen, maksetun lisenssimaksun ja riittävän englannin 
kielen taidon. Haaste tutustua matematiikan opetuksen viimeisimpiin tutkimuksiin 
nousee tavalliselle luokanopettajalle jo kohtuuttoman suureksi. Tutkijat ovatkin pai-
neen alla: julkaistako kansainvälisissä julkaisuissa englanniksi, mitä akateemisessa 
maailmassa erityisesti arvostetaan, vai julkaistako ammattilehdissä suomeksi, jolloin 
uusin tutkimustieto olisi myös kentän opettajien saavutettavissa. Tämä väitöskirja on 
tarkoituksella monografa ja se on kirjoitettu suomeksi, sillä aihe liittyy läheisesti 
suomalaisen peruskoulun arkeen. Tavoitteena on, että tutkimus on suomalaisten luo-
kanopettajien luettavissa, siksi työ julkaistaan myös sähköisesti. 
11.4 Jatkotutkimusaiheita 
Tässä tutkimuksessa esitetty viiden oppitunnin mittainen interventio oli varsin ly-
hyt verrattuna edellä esitettyihin interventioihin kuten Mossin & Casen (1999) 20 
oppitunnin interventio, joka ajoittui viiden kuukauden ajalle ja Cramerin, Postin & 
delMasin (2002) interventio, joka kesti 30 päivää. Siitä huolimatta koe- ja kontrol-
liryhmän välillä löydettiin eroja. Uskon, että pysyvämpi vaikutus saataisiin toteutta-
malla interventio useampana perakk¨ aisen¨ ¨ odynnett¨a vuotena. Interventiossa hy¨ aisiin 
konkreettisia valineit¨ a,¨ erilaisia visualisointeja ja oppimispeleja.¨ Olisi mielenkiin-
toista nähdä, miten tällaisen pitkittäistutkimuksen oppilaat menestyisivät esimerkik-
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si 6. luokalla pidettav¨ ¨ a valtakunnallisessa kokeessa. ass¨
Koska interventio toteutettiin suomenkielellä, olisi ollut mielenkiintoista tutkia, 
miten S2-oppilaat, eli oppilaat, joiden ¨ at toteutetus-aidinkieli ei ole suomi, menestyiv¨ 
sa interventiossa. Tässä tutkimuksessa oppilaiden taustatietoihin ei ollut kuitenkaan 
merkitty, oliko oppilaan aidinkieli suomi¨ vai jokin muu kieli ja jälkikäteen asiaa oli 
enää hankala selvittää. Voisiko konkreettisten opetusvälineiden ja havainnollistavien 
kuvien k¨ o helpottaa ja siten mahdollistaa matematiikan k¨aytt¨ asitteiden omaksumista 
myös S2-oppilailla? Asia kannattaa ottaa huomioon tulevien tutkimusten taustakyse-
lyissä ja tutkia, hyötyvätkö erityisesti S2-oppilaat konkreettisten opetusvälineiden ja 
erilaisten representaatioiden käytöstä. 
Erityisen kiinnostavaa olisi tutkia lukusuoran ja kokonaisina kuvattujen luonnol-
listen lukujen yhtäaikaista käyttöä murtolukujen ja sekalukujen suuruuden arvioin-
nissa ja sijoittamisessa lukusuoralle. Aikaisemmissa tutkimuksissa on käytetty eri-
laisia murtolukujen representaatioita, mutta näiden kahden (lukusuoran ja luonnol-
listen lukujen kuvaamista kokonaisina) yhtäaikaista hyödyntämistä ei oletettavasti 
ole vielä toteutettu. Tällainen lähestymistapa saattaisi tukea oppilaita, joille symbo-
lisen esityksen merkitys ei ole vielä vakiintunut, vaan he mielummin nojaavat omiin 
havaintoihinsa. 
Opettajien työskentelyn ja oppilaiden toiminnan havainnointi oppituntien aika-
na sekä oppilashaastattelut mittausten j¨ ainformaatiota nii-alkeen olisivat tuoneet lis¨ 
hin havaintoihin, joita tässä pelkästään kvantitatiivisella tutkimuksella tehtiin. Tehty-
jen havaintojen varmentaminen kvalitatiivisella aineistolla tarjoaa jatkotutkimuksille 
hyvan¨ kohteen. 
11.5 Lopuksi 
Tutkimuksessa haluttiin toteuttaa h¨ oy-oyhenen kevyt ja neulan tarkka interventio. H¨ 
henen kevyell¨ a ett¨ ah¨ a resurs-a tarkoitetaan sit¨ a interventio on lyhytkestoinen ja v¨ aisi¨
seja vaativa. Interventiota varten laadittujen tuntisuunnitelmien tuli siis olla k¨ avi¨aytett¨ a, 
jotta luokanopettajien olisi mahdollista hyödyntää niitä niissä puitteissa, joihin tämän 
aihepiirin käsittelylle varattu aika todellisuudessa mahdollistaa. Neulan tarkalla tar-
koitetaan opetuksen painottamista murtoluvun suuruuskäsitteeseen, jossa oppilaille 
luotiin tilanteita oivaltaa itse samannimisten murtolukujen yhteen- ja vähennyslaskun 
laskusä¨ ot ja toisaalta asian opettamista oikeaan aikaan, jolloin oppilaille ei ole ann¨ 
vielä ehtinyt muodostumaan tyypillisiä virhekäsityksiä. 
Interventiossa oli tavoitteena tukea nimenomaan matematiikkaa heikoimmin hal-
litsevia oppilaita ja siten mahdollisesti vaikuttaa myönteisesti heidän matematiikan 
osaamiseensa. Tässä raportoitu interventio osoittautui tehokkaaksi, sillä lyhyessä 
ajassa, pienill¨ av¨a oppimista. a resursseilla toteutettu interventio-opetus synnytti kest¨ a¨
Koeryhm¨ at kontrolliryhm¨ amäan tyypil-¨an oppilaat pystyiv¨ an oppilaita paremmin est¨ 
liset virheet murtolukujen suuruusvertailuissa ja erityisesti koeryhmän taitotasoltaan 
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heikommat oppilaat osoittivat parempaa osaamista verrattuna kontrolliryhman¨ taito-
tasoltaan heikkojen oppilaiden suoritukseen. Jos näin lyhyt interventio saa aikaiseksi 
tilastollisesti merkitsevän tai yksittäisissä tehtävätyypeissä jopa erittäin merkitsevän 
eron ryhmien välillä, niin mitä peräkkäisinä vuosina toteutettu interventio voisikaan 
saada aikaiseksi! Tutkimus antaa uskoa sille, että ollaan oikealla tiella.¨ 
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 13 Liitteet 
LIITE 1 
Taulukko 17. Murtolukujen oppimiseen ja k¨ a tutkimuksia vuosilta 1984–2019. asitteisiin liittyvi ¨ 
Tutkijat (vuosi) N Kohderyhmä Aihe tai esimerkkitehtävä 
Behr ym. (1983) N=18 4.–5.-luokkalaiset Visuaaliset representaatiot murtolukutehtävien 
ratkaisun tukena 
Behr ym. (1984) N=12 4.-luokkalaiset Murtolukujen suuruusvertailustrategiat 
Resnick ym. (1989) N=113 4.–6.-luokkalaiset Desimaalilukujen ja murtolukujen suuruusver-
3 
4
tailua, virheellinen tulkinta = 3, 4 
Mack (1990) N=8 6.-luokkalaiset Informaalin käsityksen vaikutus murtolu-
kuk¨ aasitteen kehittymisess¨ 
Mack (1995) N=7 3.–4.-luokkalaiset Murtolukujen ilmaiseminen symbolimuodossa 
Hartnett & Gelman 5–7-vuotiaat Murtolukujen suuruusvertailua 
(1998) 
Empson (1999) N=17 Murtolukuk¨1.-luokkalaiset asite jakamisen kautta 
Mix ym. (1999) N=72 3–5-vuotiaat Murtoluvuilla laskeminen ilman symbolimer-
kintää 
Moss & Case (1999) N=29 10–11-vuotiaat Interventio, kokeellinen opetussuunnitelma 
Ni (2000) N=413 5.- ja 6.-luokkalaiset Murtolukujen sijoittaminen lukusuoralle 
Rittle-Johnson ym. N=74 ja 5.-luokkalaiset Proseduraalinen ja käsitteellinen tieto, desi-
(2001) N=59 maaliluvun sijoittaminen lukusuoralle 
Cramer ym. (2002) N= 666 4.–5.-luokkalaiset Interventio, kokeellinen opetussuunnitelma 
Hannula (2003) N=3067 5.- ja 7.-luokkalaiset Murtoluvun sijoittaminen lukusuoralle 
Ni & Zhou (2005) Virheelliset laskuproseduurit esim. 1 21+ = ,
2 53 
NNB 
Hihnala (2005) 6.–9.-luokkalaiset Murtolukujen osaaminen, virheellinen tulkinta 
6 
5 = 6, 5 
Vosniadou 
(2008) 
ym. Murtoluvun suuruus ja sijoittaminen lukusuo-
ralle 
Hallett ym. (2010) N=318 4.–5.-luokkalaiset Proseduraalinen vs. käsitteellinen tieto 
Meert ym. (2010a) N=86 10–12-vuotiaat Murtolukujen suuruusvertailua 
Meert ym. (2010b) N=82 Aikuiset Murtolukujen suuruusvertailua 
Steffe 
(2010) 





N=549 7-., 9.-, 
luokkalaiset 
ja 11.- Murtolukujen tiheys 
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Siegler ym. (2011) 
Vamvakoussi ym. 
(2011) 
Booth & Newton 
(2012) 





Fuchs ym. (2013) 
Gabriel ym. (2013) 
van Hoof ym. 
(2013) 
Jordan ym. (2013) 
Obersteiner ym. 
(2013) 
Fazio ym. (2014) 




























































6.- ja 8.-luokkalaiset 









Murtoluku- ja desimaalilukuesitys 
Luonnollisten lukujen sijoittaminen lu-
kuv¨ 0–10000, murtolukujenalille 0–6257, 
sijoittaminen lukuvälille 0–1 
Proseduraalinen vs. käsitteellinen tieto 
Murto- ja desimaalilukujen sijoittaminen an-
netulle lukuvälille 
Murtolukujen suuruusvertailua, reaktioaika 
Interventio matematiikassa heikkojen oppilai-
den tukemiseksi murtolukujen oppimisessa 
Interventio, kokeellinen murtolukujen opetus-
suunnitelma 
Murtolukujen suuruusvertailustrategiat 
Murtolukuja pohjustavat matemaattiset taidot 
Murtolukujen suuruusvertailustrategiat 
Luonnollisten lukujen sijoittaminen lu-
kuvälille 0–1000, murtolukujen sijoittaminen 
lukuvälille 0–1 
Murtoluvun sijoittaminen lukuvälille 0–1 ja 0– 
5 
Murtolukujen jakolasku, 3 : 
4
1 




Murtolukujen hallinta yleisesti 
SFON ja SFOR 
Murtoluvun sijoittaminen lukuvälille 0–1ja 0– 
5, suuruusvertailua luvun 3
5 kanssa 
Lukusuoramalli vs. pinta-alamalli 
Murtolukujen eri representaatiot 
ja Murtolukujen tiheys 
Murtolukujen hallinta 
Pitkittäistutkimus, 5 vuotta, heikosti menesty-
neet oppilaat 
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